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Introducao

A algebra é usada por praticamente todos os matematicos independente-
mente de sua especialidade, e algum conhecimento de &lgebra linear, de
teoria dos grupos e dos anéis é necessario para compreender e resolver
muitos problemas. Em geral, esses topicos sdo introduzidos nos cursos de
graduacao.

Este livro é escrito para o leitor ter o primeiro contato com algumas das
principais estruturas algébricas: grupos, anéis e médulos. Essas estruturas
foram intensivamente estudadas nos tltimos dois séculos.

O livro pode ser usado como texto para os cursos de dlgebra em nivel
de graduacdo, e também como uma leitura complementar para aqueles
que ja conhecem esses assuntos, pois ha alguns tépicos que em geral ndo
sdo abordados nesses cursos.

Comecaremos o livro com preliminares, uma revisdo das no¢des basicas
sobre conjuntos, relagdes, fun¢des e aritmética dos inteiros. No primeiro
capitulo, reunimos todos os resultados e notagdes que serdo necessarios ao
longo do livro.

Em seguida, estudaremos grupos, anéis e médulos. Os exemplos sdo
fundamentais para compreender os resultados e mostrar a necessidade
das hipéteses nas proposicdes e nos teoremas. Por isso, em cada caso
apresentaremos varios exemplos. Além disso, todos os capitulos sdo
acompanhados de listas de exercicios com varios graus de dificuldade.

Algumas demonstra¢des sdo omitidas, pois em alguns casos sdo
semelhantes as outras ja feitas e por isso sdo deixadas como exercicios; ou
requerem um estudo mais detalhado do assunto, e esse ndo é o objetivo
deste livro.

Todas as referéncias bibliogréficas utilizadas sdo disponibilizadas no
tinal do livro. Nelas, o leitor pode encontrar as demonstra¢gdes omitidas
e outros resultados citados ao longo do livro e também consulté-las para
uma leitura complementar.

O objetivo é apresentar todos os conceitos e resultados da forma mais
natural possivel para que o leitor possa compreender a motivagdo e a razao
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8 Introducao

de existéncia de cada um. Além disso, sempre sdo colocados os dados
histéricos sobre os principais nomes que aparecem ao longo do texto.

Todas as sugestdes e corre¢des serdo muito bem-vindas e poderdo ser
enviadas ao endereco p.salehyan@unesp.br



1. Preliminares

O objetivo deste capitulo é fazer uma breve revisdo dos conceitos e
resultados bésicos que serdo fundamentais no restante do livro. Por ser
uma revisdo, a maioria das demonstracdes é omitida. O capitulo contém
quatro se¢des. Na primeira, faremos uma revisdo dos conceitos
elementares da teoria dos conjuntos e, em seguida, da teoria elementar
dos nimeros, mais especificamente da aritmética dos inteiros. As duas
tltimas seg¢des sdo dedicadas aos conceitos de fun¢ao, relacdo e operagdes
bindrias.

1.1 Conjuntos

Nao ha uma defini¢do para o conceito de conjunto, ou seja, ndo podemos
defini-lo a partir de conceitos anteriormente definidos. Um conjunto é
uma colecdo de objetos na qual a ordem desses objetos ndo tem
importancia. Tais objetos sdo chamados de elementos do conjunto. Em
geral, usamos letras maitsculas para representar conjuntos e letras
mintsculas para seus elementos. Se A é um conjunto e x um elemento
de A, entdo escrevemos
XEA,

caso contrario,
x¢A.

H4 varias maneiras de representar um conjunto. Pode ser de maneira
explicita, ou seja, descrevendo todos os elementos do conjunto. Por exem-
plo, se os elementos de A sdo os ntiimeros 1,2 e 3, entdo A é representado
explicitamente da forma

A=1{1,2,3}.

Outra forma é representar o conjunto por meio de uma condicdo pela qual
seus elementos sdo identificados. Nessa representacdo, o conjunto A é
dado por

A={xeZ|1<x<3},

9



10 Preliminares

onde Z é o conjunto dos nimeros inteiros. Outro exemplo é o do conjunto
dos niimeros reais menores ou iguais a 2,

B={xeR|x<2},

onde R representa o conjunto dos ntimeros reais. Sao comuns representagdes
do tipo {1,2,3,...} para o conjunto dos niimeros inteiros positivos, ou
{...,—3,-2,-1,0,1,2,3,...} para o conjunto dos niimeros inteiros.

Na descri¢do de um conjunto, a ordem e a repeticdo dos elementos ndo
fazem diferencga; por exemplo, {1,2,4}, {4,1,2} e {1,2,2,1,4} representam
0 mesmo conjunto.

Diremos que um conjunto é finito se possui um niimero finito de ele-
mentos; caso contrdrio, é infinito. As notagdes usuais para o ntiimero de
elementos de um conjunto A sdo |A| e #A. O conjunto vazio é o conjunto
que ndo possui nenhum elemento e é denotado! por {}, 0 ou @.

Defini¢ao 1 Sejam A e B conjuntos. Dizemos que A é subconjunto de B e
escrevemos A C B se todo elemento de A pertence a B, ou seja,

Vx€A=x€B.

Caso contrério, escrevemos A Z B.

Outros termos para dizer que A é subconjunto de B sdo A estd contido
em B, ou B contém o conjunto A.

Claramente, @ C A e A C A para todo conjunto A. Observem que a
relacdo de inclusdo entre conjuntos ndo satisfaz a lei de tricotomia, ou seja,
nem sempre podemos dizer que num par de conjuntos um é subconjunto
do outro; por exemplo, A = {1,2} e B={1,3}.

Definicdo 2 Sejam A e B conjuntos. Dizemos que eles sdo iguaisse A C B e
B C A. Nesse caso, escrevemos A — B.

Se A C B e A # B, entdo dizemos que A é um subconjunto préprio de B
e escrevemos A C Bou A ; B. E comum usar nota¢des B 2 A (respectiva-
mente, B 2 A e B} A) em lugar de A C B (respectivamente, A C Be A S B).

1.1.1 Operacoes entre conjuntos

Nesta secado, definiremos as principais operac¢des entre conjuntos, isto é, a
construgdo de conjuntos novos a partir de conjuntos ja existentes.

1 As notagdes 0 ou @ foram inventadas por André Weil, um dos membros do grupo
Bourbaki, em 1939.



Estruturas Algébricas 11

Definigao 3 Sejam X um conjuntoe A,B C X. A unido de A e B é o conjunto
AUB:={x€X |x€AouxEeE B},

e a intersecio de A e B é
ANB:={xc€X|x€AexcB}.

Se ANB = g, entdo dizemos que A e B sdo disjuntos.

A préxima proposigdo retine as propriedades da unido e da intersecao.
As demonstragdes seguem diretamente da definigdo.

Proposicao 4 Sejam A,B,C C X. Entao,

1. ACAUBeBC AUB.

2. ANBCAeANBCB.

3. Comutatividade: AUB=BUA eANB=BNA.
4. AU =AeANT =0.
5

. Associatividade:

6. Distributividade:

Pela propriedade (5) na proposi¢do (4), podemos definir a unido e a
intersecdo de conjuntos Ay,...,A,, n > 3, por

AlU---UA,,:(AlU'--UAnfl)UAn

AN NA,=(A1N---NA,,_1)NA,.

Mais geralmente podemos definir as operagdes acima para qualquer familia
de subconjuntos de X. Seja I # @ um conjunto. Para cada i € I considerem
um subconjunto A; de X. O conjunto {4; | i € I}, denotado também por
{Ai}ic1, € chamado de uma familia de subconjuntos de X.



12 Preliminares

Defini¢do 5 (Unido e Intersecdo Generalizadas) Seja {A;}ic; uma familia
de subconjuntos de X. Por definicao,

UA,- = {x|Jital que x € A;}

icl
(Ai = {x| Vi, x € A;}.
icl
Definicdo 6 Sejam A,B C X. A diferenca entre A e B é:
A\B:={xeX |xcAex¢B}.
O conjunto A¢ := X \ A é chamado de complementar de A em X.
Na préxima proposicdo, apresentaremos as propriedades de diferenca.
Proposicdo 7 Sejam A,B C X.
1. A=B <<= A° =B".
2. Leis de Morgan: (AUB)“ =A°NB“e (ANB)° =A“UB".
3. A\B=ANB".
4. (A°)°=A.

5. X‘=geg‘=X.

6. ANAC = 2.
7. AUA® =X.
Prova. Como exercicios a cargo dos leitores. O

Definigao 8 Sejam A,B C X. A diferenca simétrica entre A e B é definida

e AAB := (A\B)U(B\A).

Por exemplo, se A = {1,2,3} e B = {3,4}, entdo AAB = {1,2} U {4} =
{1,2,4}.

Proposicao 9 Sejam A,B,C C X. Entéo:
1. AAB=(AUB)\ (ANB)
2. AAB = BAA
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3. AAB=g <= A=B
4. AAB=X <= AUB=X e ANB = . Em particular, AAA° = X
5. AA(BAC) = <A UBUC)\ (ANB)U(ANC) u(BmC)) U(ANBNC)
(AAB)AC = AA(BAC)
AAB=A<—B=9

AN(BAC) = (ANB)A(ANC)

v X N

(AUB)A(AUC) CAU(BAC)

Prova. Ositens1a4e?7 e 8seguem diretamente da defini¢cdo. O item 6 é
consequéncia direta do item 5. O]

A propriedade (6) da proposicdo (9) garante a associatividade da diferenca
simétrica, e por isso podemos definir a diferenga simétrica dos conjuntos
A1,Ay,...,A, da seguinte forma:

AlA---AA, = (AIA"'AAn—1>AAn7 n=3.

1.1.2 Produto Cartesiano

As operagoes definidas na segdo anterior possuem um ponto em comum:
a partir de dois subconjuntos de um conjunto X, fornecem um terceiro
subconjunto de X, ou seja, o resultado vive no mesmo ambiente?. Esse
é exatamente o conceito de operacdo que estudaremos na se¢do 1.4. A
proxima construcdo possui uma natureza um pouco diferente. Primeiro
temos de definir a no¢do de par ordenado. Essa nogdo foi apresentada em
1920 por Kuratowski®.

Defini¢ao 10 Sejam X um conjunto e A,B C X. Dadosa € A e b € B, o par
ordenado (a,b) é definido por

(avb) = {{a}7 {avb}}'

Observem a diferenga entre o par ordenado (a,b) e o conjunto {a,b}.
Em geral (a,b) # (b,a), mas {a,b} = {b,a}. De fato, a ideia de definir um
par ordenado é essa. O intuito do Kuratowski foi introduzir a nogdo de
ordem na teoria dos conjuntos. Vejam a préxima proposicao.

2Comparem isso com as operacdes usuais entre niimeros, entre matrizes etc.
3Kazimierz Kuratowski, matematico polonés, 1896-1980.
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Proposicdo 11 Dois pares (a,b) e (c,d) sdo iguais, se, e somente se, a = c e
b=d.

Prova. Segue diretamente da defini¢cdo. Separem os casos em que a =b e
a#b. ]

Podemos generalizar a nogdo de pares ordenados para n-ulpas
ordenadas para todo n > 3. O primeiro passo é definir uma tripla
ordenada. A préxima proposicdo é necessdria para isso.

Proposicdo 12 Sejam A,B,C C X eacA,bec Be c € C. Entao, (a,(b,c)) =
((@,b); ¢).
Prova. Segue diretamente da definicdo. O

Pela proposicdo (12), podemos definir uma tripla ordenada por

(a7bac) = ((aab)7c)7

e, mais geralmente, uma n-upla ordenada

(ar,...,an) = ((ar,...,an-1),an), n>3.

A nocdo de par ordenado ou mais geralmente n-upla ordenada é o
ingrediente principal para definir o produto cartesiano de conjunto. Mas
antes seria interessante observar onde vive um par ordenado, ou seja,
observar qual é o conjunto ao qual (a,b) pertence. Pela definicdo,

(a,b) = {{a}7{a7b}}'

Os elementos a e b pertencem a A e B, respectivamente. Entdo, podemos
considerd-los como elementos de AU B, ou seja, {a},{a,b} C AUB. Por-
tanto, (a,b) é um conjunto cujos elementos sao subconjuntos de AUB. Em
outras palavras, estamos falando de um conjunto de subconjuntos de um
conjunto. Essa nogado é formalizada na seguinte definigdo:

Defini¢do 13 Seja A um conjunto. O conjunto de todos os subconjuntos de
A é chamado de conjunto das partes de A ou conjunto de poténcia de A e é
denotado por Z(A) :={Y | Y C A}, ou24.

Por exemplo, se A = {1,2}, entao Z(A) = {o,{1},{2},{1,2}}.
Observacgdes 14

* Pelo fato de que @ C A para todo conjunto A, concluimos que sempre
ge PA),ou{a} C ZA).Isto é, Z(A) nunca é vazio.
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e Se #A =n, entdo #7(A) = 2".
Proposi¢do 15 Sejam A e B conjuntos. Entao
ACB& P(A)C P (B).

Prova. Se A C B, entdo, para todo subconjunto de A é claramente subcon-
junto de B; logo, Z(A) C #(B). Reciprocamente, se #(A) C &(B), entdo
de A € #(A) concluimos que A € #(B), ou seja, A C B. O

Agora voltamos a nossa pergunta anterior. Ja observamos que (a,b)
¢ um conjunto formado por subconjuntos de AUB. Pela defini¢do (13),
{a},{a,b} € Z(AUB) ou {{a},{a,b}} C Z(AUB), que por sua vez é equi-
valente a {{a},{a,b}} € Z(Z(AUB)). Entao

(a,b) € (P (AUB)).
Defini¢ao 16 Sejam A e B conjuntos. O produto cartesiano de A e B é
AxB:={(a,b)|acAebecB}.

Em geral, o produto cartesiano dos conjuntos Ay,...,A, é definido por

n
Alx"'XAn ::HAi:{(a17"'7an) ‘ajEAi,Vizl,...,l’l}.
i=1

E comum denotar o produto cartesiano A x - -- x A por A". O termo car-
—_———
nvezes
tesiano vem do nome René Descartes?, um dos inventores® da geometria
analitica.
Por exemplo, se A = {a,b} e B= {c}, entdo A x B = {(a,c),(b,c)}. Se
A = B =R, entdo teremos R x R = R?, que geometricamente é o plano
cartesiano que conhecemos na geometria analitica.

1.1.3 Diagrama de Venn

Uma ferramenta tutil para visualizar as propriedades de conjuntos é
utilizar os diagramas de Venn®. Sejam X um conjunto e A,B C X. A
figura (1.1) mostra todas as configuracdes possiveis dos conjuntos A e B:
na configuracao (i) sdo disjuntos, em (ii) possuem elementos em comum e

4René Descartes, fisico, fildsofo e matematico francés, 1596-1650.
50 outro foi Pierre de Fermat, magistrado, matematica e cientista francés, 1607-1665.
John Venn, matematico inglés, 1834-1923.
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em (iii) um é subconjunto do outro. Vale observar que a configuragdo (iii)
de fato tem dois casos: A C Be B C A, e, dependendo do problema, de-
vemos consideré-los separadamente. Ou seja, se quisermos verificar todas
as possibilidades de alguma propriedade sobre dois conjuntos, deveremos
considerar as quatro possibilidades, a ndo ser que haja simetria entre A e B
na afirmacdo, i.e., se trocando A por B e vice-versa a afirmacdo continuar a
mesma.

X X X
(i) disjuntos (ii) elementos em comum (iii) um subconjunto do outro

Figura 1.1: diagramas de Venn para dois conjuntos

Observem que esses diagramas ndo sdo eficientes para fazer
demonstragdes, pois, dependendo do nimero dos conjuntos, teremos
muitas configuragdes, ou seja, muitos casos para verificar. Por exemplo,
no caso de trés conjuntos, a menos de simetria, hd nove possibilidades.

Exercicios

1. Sejam A,B,C C X.

(a) SeparatodoBCX,ANB =, entdo A = Q.
(b) Se paratodoBC X,AUB=X,entdo A =X.
(c) Se AAB = AAC, entdao B=C.

2. Sejam A,B C X. Provem que sdo equivalentes:

(@) ACB
(b) ANB =g
(c) AUB=B

(d) B° C A°
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(e) ANB=A
(f) AU(B\A)CB

3. Sejam A,B C X. Provem:
(@) (AAB)“ = (A°NB°)U(ANB) = (A°NB°)A(ANB)
(b) AAB=X <& A =B
(c) ACB<AAB=B\A

4. Deem um exemplo para mostrar que no item (9) da proposicdo (9) a
inclusdo é propria, ou seja, que em geral ndo teremos a igualdade.

5. Mostrem que AjAA>A---AA, consiste em elementos que pertencem
a um ntmero impar dos conjuntos AjAA>A---AA,. Usando esse fato,
desenhem o diagrama de Venn de AjAA>AA3 no caso em que A;NA; #
@ para todo i e j. (Dica: por indugdo.)

6. Em cada item, determinem o conjunto da poténcia.

(@) A= {1} (b) D=1{9,{9,{9}}
(@ B={1.{1}} (d) E={9,F}, F # @ é um con-
(e) C={o} junto.

7. Sejam A, B C X. Mostrem que
(@) Z(ANB)=Z(A)NZ(B)
(b) Z(A)UZ(B) S P(AUB)

(c) Verifiquem se, em geral, ha alguma relagdo de inclusdo entre
P (AAB) e Z(A)AZ(B).

(d) Verifiquem se, em geral, hd alguma relagdo de inclusdo entre

P(A\B) e P(A)\ P (B).

8. Sejam {A;}ic; uma familia de subconjuntos de X. Mostrem que

@) XN (UiesAi) = Uicr(X NA;).
(b) XU (NicsAi) = Nier(X UA;).
(© X\ (UierAi) = Nicr(X \ Ap).
(d) X\ (NicrAi) = Uier (X \Ai).
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9. Sejam A,B,C,D C X. Provem:

(@) (AxC)U(BxD)C (AUB)x (CUD).

(b) (A%B)xC=(AxC)%(BxC),onde % é uma das operagdes N, U,
\ ou A.

(c) AxB=0<A=gouB=0.
(d) (CxD)\(AxB)=(Cx(D\B))U((C\A)x D).
(e) SeACCeBCD,entaioAxBC CxD. Se AxB+# &, entdo vale

a reciproca. Deem um exemplo para mostrar que a hipo6tese
A X B # @& é necessaria.

(f) Se E C Cx D, entdo existem A CCeBC Dtaisque E =A X B?
(g) SeAxB=CxD# &,entioA=CeB=D.

10. Desenhem, a menos de simetria, todas as configura¢des possiveis do
diagrama de Venn para trés conjuntos.

11. Sejam A1,A,,... conjuntos. Mostrem que existem conjuntos By, B>, ...
dois a dois disjuntos tais que B; C A; para todo i e | J;A; = UU; Bi.

1.2 Aritmética dos Inteiros

Na teoria basica dos ntimeros, que basicamente estuda a teoria dos
nimeros no conjunto dos nimeros inteiros, a indugdo finita possui um
papel fundamental. Por isso, iniciaremos esta se¢cdo com esse topico.

Usaremos as seguintes notag¢des: R para o conjunto dos nimeros reais,
Q para o conjunto dos naimeros racionais, Z para o conjunto dos ntimeros
inteiros, e N para os nimeros naturais, i.e., 0s nimeros inteiros nao nega-
tivos. Para representar os niimeros positivos desses conjuntos, usaremos
as notacoes RT, Q" e Z™.

1.2.1 Inducao Finita e Principio da Boa Ordem

Uma ferramenta muito ttil nas demonstragdes dos resultados que envol-
vem nuimeros inteiros € o teorema de inducéo finita. O objetivo desta secdo
é estudar esse teorema.

Definicdao 17 Seja @ # A C R. Diremos que A é limitado inferiormente
(respectivamente, superiormente), se existe r € R tal que para todo a €
A,r < a (respectivamente, a < r). Um conjunto é limitado se é limitado
inferiormente e superiormente.
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Por exemplo, N é limitado inferiormente; basta tomar r = 0; o intervalo
]1,2[ é limitado inferiormente; basta tomar r = 1; e também superiormente;
basta tomar r = 2. O intervalo | — 3,40 é limitado inferiormente, mas ndo
superiormente.

Observem que o nimero r na defini¢do acima ndo é necessariamente
um elemento de A e também nao é tinico. Os subconjuntos limitados infe-
riormente ou superiormente dos niimeros inteiros possuem uma proprie-
dade muito importante que é formalizada na seguinte forma:

Principio da Boa Ordem (P.B.O.) Todo subconjunto ndo vazio e limitado
inferiormente (respectivamente, superiormente) de Z possui menor (res-
pectivamente, maior) elemento.

Isto é, se & # A C Z é limitado inferiormente (respectivamente, superior-
mente), entdo

dm € A tal que Va € A,m < a (respectivamente, a < m).

E fAcil verificar que nesses casos m € A é tinico.
Usando o P.B.O. podemos provar a indugdo finita. A forma mais usual
da indugédo é dada no seguinte teorema:

Teorema 18 (Indugdo Finita) Seja P(n) uma sentenca associada a cada n €
Z. Se

1. existe ng € Z tal que P(ng) é verdadeira,

2. P(k) é verdadeira implica que P(k+ 1) é verdadeira, k > ny,

entdo P(n) é verdadeira para todo n € Z tal que n > ny.

Prova. Seja, por absurdo,
dn € Z,n > ny, tal que P(n) ndo é verdadeira.

Entao
¥V :={neN|n>npe P(n)ndo é verdadeira} # &.

Portanto, pelo P.B.O, possui o menor elemento. Seja m = min”/’. Isto &,
m—1¢ ¥, ou seja, P(m— 1) é verdadeira. Observem que m > ng; logo,
m— 12> ng. Portanto, pela hip6tese, P((m—1)+1) = P(m) é verdadeira. Mas
isso é absurdo. Essa contradigdo mostra ¥ = @. Entdo, P(n) é verdadeira
para todo n > ny. ]
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Preliminares

Observagoes 19

A condigao (1) no teorema (18) é chamada de primeiro passo da inducdo;
a validade de P(k) é chamada de hipétese da indugio; e P(k+ 1) é a tese
da inducdo.

O teorema (18) vale se P(n) for uma sentenga associada a um subcon-
junto A # @ de Z. Nesse caso, ng € A.

Outra forma de indugdo é dada pela substituicdo da condicdo (2) no
teorema (18) por

(2)" Dado r > ny, se P(k) é verdadeira para todo k, no < k < r, entio P(r)
também é verdadeira.

O que fizemos aqui foi assumir o P.B.O e mostrar o teorema de inducéo.
E possivel fazer a reciproca, ou seja, assumir a indugdo como principio
e a partir disso mostrar o P.B.O. Isto é, a indugdo e o P.B.O sdo equi-
valentes.

Exemplos 20

1.

Para todon € N, 1—|—~~—|—n:"("2+1).

Nesse caso, o primeiro passo é 6bvio: 1 = % Agora mostraremos
quede 1 +---+k= @ concluiremos 1 +---+k+(k+1) = w

Pela hipotese da indugdo

k(k+1)+2(k+1)
2

(k+1)(k+2)

e

1+ 4k+(k+1) =

+(k+1)=

k(k+1)
2

Portanto, pelo teorema da indugao finita paratodon € N, 1+---+n=
n(n+1)

5 -

A soma dos angulos internos de um poligono convexo de n lados é
(n—2)-180°,n > 3.

Nesse caso, P(n) é a afirmacdo acima. O primeiro passo da indugdo é
P(3) : soma dos dngulos internos de um tridngulo é (3 —2) - 180° = 180°.

Essa afirmacdo é um fato conhecido da geometria euclidiana. Sejam
k >3 e P(k) vélida. Considerem o poligono convexo AjA; - AA+1





