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Prefacio

O presente livro tem o objetivo de servir como um complemento bibliografico para
as disciplinas Métodos da Matemdtica Aplicada, ministradas durante trés semestres no
curso de Matematica Aplicada do Instituto de Matematica, Estatistica e Computagao
Cientifica da Unicamp. Além disso, acreditamos que ele também possa ser um suporte
bastante didatico para varias outras disciplinas ministradas na Unicamp, bem como
em outras instituicoes de ensino.

Foi pensando na simplicidade e clareza que optamos pela filosofia da mao na massa:
se 0 estudante nao se exercitar enquanto cursa uma certa disciplina, dificilmente o fara
quando solicitado.

Os capitulos estao, por este motivo, escritos em grau crescente de dificuldade, da
mesma forma que os problemas propostos. Todos os problemas sao acompanhados
de resposta e/ou de alguma sugestdo para resolugao, a fim de que o estudante possa
avaliar seu préprio desempenho. Enfim, com excecao do décimo capitulo, todos os
demais estao escritos do seguinte modo: apds uma breve introducgao, apresentamos
um resumo da teoria, discutimos e resolvemos um ou mais problemas e em seguida
propomos em torno de quarenta problemas para serem resolvidos pelo estudante.

No primeiro capitulo discutimos as equagoes diferenciais ordinarias, lineares e de
segunda ordem mais simples para em seguida, no segundo capitulo, apds apresentarmos
as séries de poteéncias, discutirmos o método de resolugao de equacoes diferenciais
lineares com coeficientes variaveis, também chamado método de Frobenius. No terceiro
capitulo estudamos algumas propriedades das fungoes de uma varidvel complexa a fim
de, no quarto capitulo, introduzir as chamadas funcoes especiais, construidas a partir
da funcao hipergeométrica. De posse das fungoes especiais, apresentamos no quinto
capitulo as séries de Fourier, Fourier-Bessel e Fourier-Legendre.

O sexto capitulo é dedicado as transformadas integrais de Fourier e de Laplace,
e no sétimo estudamos os sistemas de Sturm-Liouville, aproveitando para introduzir
o conceito de funcao de Green. No oitavo capitulo apresentamos as equacoes difer-
enciais parciais, lineares e de segunda ordem, dando énfase a sua classificacao, a fim
de, no capitulo nove, apés introduzir o método de separagao de variaveis, resolver
tais equacoes parciais com as respectivas condi¢oes de contorno e iniciais. No décimo
capitulo discutimos as aplicacoes propriamente ditas; resolvemos completamente um
ou dois exemplos e deixamos mais alguns problemas a cargo do estudante.
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Capitulo 1

Equacoes diferenciais ordinarias de
segunda ordem

Uma equacao diferencial ordinéria, linear, de segunda ordem para a funcao y(x) é
dada, em sua forma mais geral, por

A(z)y"(x) + B(x)y (z) + C(z)y(x) = F(z),

onde as linhas denotam diferenciacao em relacao a variavel independente .
Supondo-se que A(x) # 0 e que A(z), B(z), C(z) e F(x) sdo fungdes continuas
num intervalo aberto I, a equagao acima pode ser transformada em

y'(z) 4+ p(x)y'(x) + q(@)y(z) = f(x). (1.1)

Se f(x) = 0 a equagao é chamada homogénea. Por isso, a equagao obtida da equagao
(1.1) eliminando-se o termo independente f(x) (também chamado termo nao homogéneo)
é chamada de equacdo homogénea associada a equagao (1.1).

A solucao geral para a equacao acima é dada por

y(x) = yu(x) +yp(r),

onde yy(x) é a solucao geral da equagao homogénea e yp(x) é uma solucao particular
da equacao nao homogénea. Para uma equacao diferencial de segunda ordem linear e
homogénea, a solucao geral serd formada por duas funcoes linearmente independentes
y1(x) e ya(x), cada uma das quais multiplicada por uma constante arbitraria, i.e. yg(x)
tera a forma

yu(r) = Ayy(z) + Bys(z).

Cada uma das fungoes y;(x), i = 1, 2, é solugdo da equagao diferencial homogénea, e

qualquer possivel solucao pode ser escrita como uma combinacao linear de ambas.
Para resolvermos a equacao nao homogénea basta que conhecamos uma solucao da

equacao homogeénea. A partir desta, utilizando reducao de ordem,! obtemos a outra

Ver PP 1.6.
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14 Capitulo 1. Equacgoes diferenciais ordinarias de segunda ordem

solucao, linearmente independente, da mesma equacao homogéenea. Para encontrar a
solugao particular, uma vez conhecidas as duas solucoes linearmente independentes da
equacao homogénea, basta utilizar, por exemplo, o método de variacao de parametros,
também chamado de método de Lagrange.

A resolucao completa de uma equacao diferencial ordinaria envolve ainda a aplicagao
de restrigoes sobre a solugao geral, impondo-se que a fungao obtida satisfaca certas
condigoes de contorno ou certas condicoes iniciais presentes no problema real do qual
surgiu a equacao.

Por serem bastante utilizados, vamos apresentar os métodos de resolucao de equacoes
com coeficientes constantes e equagoes do tipo Euler.

1.1 Equacao com coeficientes constantes

Para resolver uma equagao diferencial ordindria linear de segunda ordem, com co-
eficientes constantes

y' (@) + ay'(z) + by(z) = 0

onde a e b sao constantes, supomos que uma solucao para ela tenha a forma

y(x) =e™m,

visto que a derivada de uma exponencial deste tipo é igual a mesma exponencial mul-
tiplicada por um fator constante. Substituindo y(x) e suas derivadas na equagao dada,
obtemos uma equagao algébrica de segundo grau na varidvel m, chamada equacao
auxiliar, dada por

m*+am+b=0,

cujas raizes sao my e my. Se my # my temos imediatamente duas solugoes linearmente
independentes, y;(z) = ™" e yo(x) = €™**. Quando a equagao algébrica encontrada
possui uma unica raiz, isto é, uma raiz dupla m, partimos da solugao y = €™ v(x) e
procuramos a outra solucao linearmente independente por redugao de ordem.

1.2 Equacao do tipo Euler
Chama-se equagao diferencial do tipo Fuler a toda equacao do tipo

22y () + axy' (z) + by(z) =0

onde a e b sao constantes. A solucao desta equacao é obtida supondo-se que ela tem a
forma
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_.m
yla) =
o que leva, como no caso da equagcao a coeficientes constantes, a uma equacao algébrica
para m:

m(m—1)+am+b=0.

Se esta equacao tem duas raizes distintas m; e my, entao y; = 2™ e yo = ™2 sao as
duas solugoes linearmente independentes procuradas. Se m; = my basta encontrar a
segunda solucao linearmente independente por reducao de ordem.

Referéncias: [3, 5, 6, 7, 8,9, 16, 22, 25, 28, 29, 30, 31, 32, 34, 54, 58]

1.3 Problemas resolvidos

PR 1.1. Método de variacao de parametros: Obter uma solucao para a equacao difer-
encial

y"+y:senm,

com y = y(x), satisfazendo as condigoes y(0) =1 e 3/(0) = 1/2.
Resolugao: A solucao da equagao homogénea (equacao com coeficientes constantes)

y// + y — O

é dada por yy(z) = Asenz + Bcosz, onde A e B sao duas constantes arbitrarias.

Utilizamos o método de wvariagcao de parametros para obter uma solugao particular da
equacao nao homogénea, embora neste caso fosse mais facil partir de uma combinagao lin-
ear de senos e cossenos, introduzindo-a na equacao nao homogénea a fim de encontrar os
coeficientes que tornem esta combinacao linear uma solugao daquela equagao (método dos
coeficientes a determinar).’?

Entao, suponhamos que as constantes A e B sejam funcgoes de x, isto é, suponhamos que
A =wuy(z) e B = wuz(z); uma solugdo particular da equagdo nao homogénea terd a forma

yp(r) = up(r)senx + ug(x) cos x (1.2)

onde up(z) e ug(x) serdo determinadas a partir de duas condigoes. A primeira condi¢do a
ser imposta é, obviamente, que yp(x) seja uma solucao da equacao nao homogénea. Esta
condigao, porém, nao é suficiente para determinar univocamente uj(z) e uz(x), e nos deixa
liberdade para impor uma outra condi¢ao sobre estas funcgoes, a qual nos permitird simplificar
a resolucao do problema.

Derivando a expressao para yp(x) temos

yp(x) = u)(z) senx + ui(x) cos x + ub(x) cos x — us(x) senx

2Veja um exemplo de aplicacio deste método no PR 10.1.



16 Capitulo 1. Equacgoes diferenciais ordinarias de segunda ordem

e, devido a liberdade da segunda condicao, impomos que

uy(z)senx + ub(z) cosz =0,

de onde se segue que

yp(z) = ui(z) cos x — ug(z) sen . (1.3)

A segunda derivada de yp(x) fica entao

yp(z) = v (z) cosz — uy (z) senx — ubh(x) sen z — ug(x) cos z. (1.4)

Agora, utilizando a primeira condigao, substituimos as equagoes (1.3) e (1.4) na equagao
nao homogénea e obtemos

!/ /
uy(x) cosx — usy(x) senx = sen x.
Portanto, para determinar u}(z) e ub(x) devemos resolver o seguinte sistema:

uf(x) senx + uh(x) cosz =0
u) (z) cosx — uh(z) senx = sen z.

Utilizando a regra de Cramer, como se este fosse um sistema de equacoes lineares a
coeficientes constantes, encontramos

uy(x) = senxcosx

e
uh(z) = —sen? x,
e integrando estas equacdes obtemos®
1
ui(z) = — o8 2x; (1.5)
z 1
ug(z) = —5t3 sen 2x. (1.6)

A solugao da equag@o ndao homogénea é obtida substituindo as equagoes (1.5) e (1.6) na
equagao (1.2), e somando o resultado & solugao geral da equagdo homogénea, logo

y(x) = Cyrsenz + Cycosx — gcosx

onde C e (s sao constantes arbitrarias. Agora, utilizando as condigbes dadas, temos
y(O):C’2:1:>C'2:1

) 11
= _— = — = 1.
Y (O) Cl 5 5 = Cl

3N&o é necessério adicionar as constantes de integracio, uma vez que estamos procurando uma
solucao particular da equagao nao homogénea.
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Disto segue-se que a funcao que satisfaz a equacao diferencial e as condigoes iniciais é dada
por

x
y(z) =senx + cosx — 5 CosZ.

PR 1.2. Problema massa-mola com vibracoes forgadas: Considere o movimento, sem
amortecimento, de uma massa m acoplada a extremidade livre de uma mola de constante
elastica k. Suponha que uma forca peridédica externa, dada por fysen ut, com fy e u constantes
reais, é aplicada & massa. Utilizando a segunda lei de Newton, a equacao diferencial* que
descreve o movimento da massa é dada por

L (t) + w? (t)—@se t (1.7)
dtQm wT = nu .

onde w? = k/m é a frequéncia do movimento (oscilador harménico).
(i) Mostre que o deslocamento z(t) da massa m é dado por

x(t) = 1 coswt + co senwt + c3 sen ut
onde ¢; e ¢z sdo constantes e c3 = fo/m(w? — p?) e (ii) discuta o caso em que w = p.
Resolugao: (i) Primeiramente, consideremos a equagao homogénea
L) + () = 0
— wiz(t) =
dt?
cuja solucao geral é dada por

x(t) = c1 coswt + ca sen wt

onde ¢; e ¢y sao constantes arbitrarias.
Para obtermos uma solugao particular da equacdo nao-homogénea vamos considerar a
seguinte combinagao
xp(t) = Acos put + Bsen ut

visto que o segundo membro da equagao (1.7) é igual ao produto de uma constante por sen pt.
Entao, derivando duas vezes e substituindo-se na respectiva equacao nao homogénea,
podemos escrever

—Ap? cos put — B sen pt + Aw? cos put + Bw? sen ut = fo sen ut
m

de onde obtemos o seguinte sistema linear

—Ap? +A? = 0
—Bu? + Bw? = Jo
m

+Ver PP1.15.
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com solucdo dada por A =0e B = fy/m(w? — 1?) logo, uma solucio particular da equacio
nao homogénea é dada por
Jo

N TR

com w # 1 de onde, combinando com a solu¢ao da equagao homogénea, temos para o deslo-
camento

sen ut

x(t) = c1 coswt + ca senwt + c3 sen put

onde c3 = fo/m(w? — u?).

(ii) Por outro lado, quando w = p, o termo nao homogéneo é também solucao da equagao
homogénea. Aqui, vamos utilizar diretamente o método de variagdo de parametros a fim de
obter uma solugao particular da equacao nao homogénea.

Escrevemos, a partir da solugao da equagao homogénea, a seguinte solucao, ja com a
substituicao w = p, isto é,

xp(t) = u(t) cos ut + v(t) sen put

onde u(t) e v(t) devem ser determinadas.
Derivando a expressao anterior em relacao a t temos

@, (t) = u' cos it — pu sen pt + v’ sen it + pv cos pt

onde omitimos a dependéncia explicita da varidvel independente. Impondo-se a condicao
(livre)
u' cos put + v’ sen put = 0

obtemos
/

z,(t) = —pusenut + pv cos pt.

Derivando novamente em relacao a t e substituindo o resultado na equacao nao ho-
mogénea, obtemos

v sen pt — v’ cos ut = —ﬁsenut
wm
ou ainda, o seguinte sistema linear para u’ e v’
u' cosput +v'senput = 0
u'sen pt —v' cosut = _Jo sen ut
um
com solucao dada por
u = —ﬁ sen? ut e v = & sen ut cos ut
wm um
cujas integracoes permitem escrever, respectivamente,
:—Lt+ f20 sen 2ut e V= — f; cos 2ut.
2um 4p*m 4pm

Entao, voltando na solucao x,(t) encontramos uma solucdo particular, dada por

xp(t) = _2,£Omt cos ut
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de onde podemos escrever a solucao da equagao nao homogénea, isto é
_ Jo
x(t) = ¢y cos ut + casen ut — ———t cos put
2um
onde ¢ e ¢y sao constantes.

PR 1.3. A equacao radial: Quando utilizamos o método de separacio de varidveis® para
resolver a equacao de Laplace (equagao satisfeita, por exemplo, pelo potencial elétrico ou
gravitacional) em coordenadas esféricas, emerge a chamada equagao radial (equagao inde-
pendente da parte angular), que é dada por

2
%R(r) 124 gy ML)

R(r) =0
rdr r (r) ’

onde a constante de separacao ¢ é um nimero inteiro nao negativo.

(i) Resolva a equagao radial e (ii) Qual serd a consideracao a ser feita se impusermos
(condicdo fisica do problema) que a solucdo (radial) seja regular® na origem?

Resolugao: (i) Esta equacao pode ser identificada como uma equagao de Euler de onde
procuramos uma solugao na forma

R(r) =r¢

onde o é um parametro que deve ser determinado.
Derivando em relagao a r e substituindo-se na equagao diferencial temos uma equagao
algébrica na incégnita «
[ala —1)+2a —L(L+1)]r*=0

com solucoes a; =f e ag = —0 — 1.
Visto que £ é um inteiro nao negativo a1 # ag logo, a solugao geral da equacgao diferencial
¢é dada por

onde ¢; e ¢y sao constantes arbitrarias.
(ii) Uma vez que estamos procurando solugoes regulares na origem, devemos, neste caso,
impor co = 0 de onde

R(r) = eyr*

onde ¢ é uma constante arbitréria. Note que, na origem (r = 0), para ¢z # 0, a solugdo nao
estd definida.

SEm linhas gerais, o método de separacdo de varidveis conduz, quando possivel, uma equacio a
derivadas parciais num conjunto de equacgoes diferenciais ordinérias. Ver cap. 9.
SVer cap. 3.



20 Capitulo 1. Equacgoes diferenciais ordinarias de segunda ordem

1.4 Problemas propostos

PP 1.1. Obter a solucdo geral” para as seguintes equacoes diferenciais ordinérias com coe-
ficientes constantes, com y = y(x):

2 = constante positiva.

(a) " 4+ w?y = 0 com w
(b)y" +2y +y=0.
(c) y" + 5y +4y = 0.
(d) y" +2¢y +2y =0.

PP 1.2. Discutir, conforme o parametro A seja positivo, nulo ou negativo, as possiveis
solucoes da equagao diferencial

y'+Ay =0, y=y().
PP 1.3. Sendo a? uma constante positiva, resolva a equacao diferencial

2
a
I‘Zy” + 2xy/ + ﬁy — 07 Yy = y(;c)

PP 1.4. Obter a solugao geral para a seguinte equagao tipo Euler:
ey’ —dxy +4y=0,  y=y(2).
PP 1.5. Resolver a equacao diferencial

(1+2%)y"” —32%/ =0, y=vy(z),
satisfazendo as condigoes y(0) = 0 e y(1) = 5.

PP 1.6. Redugao de ordem: Suponha que y;(z) # 0 é uma solugao de

y' +p@)y +a@)y =0,  y=y)
O método de redugdo de ordem consiste em buscar uma segunda solugao linearmente inde-
pendente na forma ys(z) = y1(x)v(z). Substitua y2(z) na equagao dada e a partir da equagao
obtida para v(z) mostre que

T x’ 1 !
exp{— x")dx
v(z) = / (-] p/( 5 ) }dac',
[y1(2")]
e que, portanto, uma segunda solucao linearmente independente é dada por

o) = 41 (2) /I exI){—[il(gUlD/(ﬁC2 )dx }da:/.

7A linha ’ denota diferenciacdo com relacdo & varidvel independente.






