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À minha esposa e aos meus filhos.

Se você deseja obter conhecimento sobre as formas das coi-
sas, comece com o detalhe e somente vá de um detalhe a
outro quando você tiver fixado o primeiro firmemente na
sua memória e estiver bem familiarizado com ele.

Leonardo da Vinci, apud Michael White
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6.3.2 Deformações espećıficas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 237
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6.10 Exerćıcios . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 297



7 Flexão de barras 301
7.1 Flexão de barras de eixo reto . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 301

7.1.1 Flexão normal simples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 303
7.1.2 Flexão normal composta . . . . . . . . . . . . . . . . . . 307
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7.1.5 Núcleo central de uma seção . . . . . . . . . . . . . . . . 327

7.2 Flexão de barras de eixo curvo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 334
7.3 Flexão de barras de materiais diferentes . . . . . . . . . . . . . . 343
7.4 Método da seção equivalente . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 348
7.5 Vigas com seções de igual resistência . . . . . . . . . . . . . . . 353
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Índice 445





Prefácio

Na pré-história os homens realizavam atividades simples que mostravam o
desenvolvimento de habilidades manuais e intelectuais, construindo abrigos e
armas.

Com o decorrer do tempo, essas habilidades foram aprimoradas e, com o
ińıcio da sociedade urbana há mais de 5 mil anos a.C. – Ronan cita que a
cidade de Jericó data de 8000 a.C. –, já havia os artesãos, que futuramente
ocupariam lugar de destaque na nova sociedade que se vinha formando, que
tinham de satisfazer as necessidades dos habitantes das vilas e cidades, os quais
já não viviam apenas das atividades agŕıcolas.

Com o crescimento das cidades, aumentou a preocupação com a organização
urbana e com a saúde pública. Ao par disso a construção de grandes obras,
como templos e igrejas, fortalezas e pontes, a necessidade de abrir novas estra-
das, de trazer e distribuir água, tanto para a população urbana como para a
rural, propiciaram e estimularam o aparecimento de homens com conhecimen-
tos para tratar desses problemas.

Eles eram ao mesmo tempo matemáticos, f́ısicos, engenheiros e arquitetos
e, muitas vezes, também eram artistas como pintores e escultores.

Diversos deles eram cientistas, porque ainda se dedicavam à pesquisa cien-
t́ıfica, inicialmente apenas no âmbito teórico e, mais tarde, realizando ensaios
experimentais para comprovar suas teses.

O estudo experimental foi incorporado às ciências no transcorrer dos séculos
XVI e XVII. Todavia, no século XIII, Robert Grosseteste (1168-1253), na
Inglaterra, ensinava que, tendo sido descobertas as causas de algum fenômeno,
“o primeiro passo seria analisá-las, seccionando-as em suas partes ou prinćıpos
componentes. Depois disso, o fenômeno observado deveria ser reconstrúıdo
a partir desses prinćıpios, com base numa hipótese, e finalmente a própria
hipótese teria de ser testada e verificada – ou invalidada – pela observação”
(apud Ronan, 1987), prevendo a importância da constatação experimental na
pesquisa cient́ıfica.

Os conhecimentos que eram transmitidos por esses mestres, inicialmente
sem uma organização pedagógica, foram sendo aos poucos agrupados em con-
juntos de disciplinas que eram ensinadas em escolas isoladas. Essas escolas já
existiam na Grécia antiga, como a Academia de Platão e o Liceu de Aristóteles.

No século X havia diversas escolas espalhadas pela Europa. Algumas delas
deram origem a universidades, como as de Paris e de Bolonha no ińıcio do
século XI.

No século XIII nasceram as Universidades de Oxford (1214), de Salamanca
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(1218), de Pádua (1222), de Toulouse (aprox. 1230), de Valladolid (aprox.
1250) etc. No século seguinte foi criada a Universidade de Cambridge, em
1318.

As pesquisas nem sempre eram realizadas em centros universitários. Rossi
(2001) diz: “as universidades não estiveram no centro da pesquisa cient́ıfica. A
ciência moderna nasceu fora das universidades, muitas vezes em polêmica com
elas e, no decorrer do século XVII e mais ainda nos dois séculos sucessivos,
transformou-se em uma atividade social organizada capaz de criar as suas
próprias instituições”.

Essas instituições, denominadas academias, reuniam sábios de diversas
ciências, sendo as principais: a Accademia dei Lincei1, fundada em Florença
em 1603, a Accademia del Cimento2, criada também em Florença em 1657, a
The Royal Society, surgida em Londres, em 1662, e a Académie des Sciences e
a Academia de Ciências de Berlim, que foram inauguradas, respectivamente,
em Paris, em 1666, e em Berlim, em 1700. Em 1725, em São Petersburgo foi
fundada a Academia Russa de Ciências.

Nessas academias as pesquisas mais recentes eram apresentadas por seus
autores e discutidas pelo plenário. Algumas dessas academias patrocinavam
novas pesquisas e publicavam os trabalhos mais importantes, como, por exem-
plo, a The Royal Society.

Os cientistas sempre utilizaram aparelhos e experiências provenientes de
engenheiros e artesãos. Os conhecimentos gerados pela ciência começaram a
ser utilizados mais intensamente pelos engenheiros no século XVII, mas o século
XIX marca definitivamente a incorporação consistente desses conhecimentos à
engenharia.

A história da ciência não é feita apenas de acertos, sucesso, fama e glória,
ela tem ingredientes de histórias de suspense, como intrigas, disputas, fraudes,
revelações e mortes. Por isso sua leitura é muito interessante.

Os grandes sábios e gênios, tanto do passado quanto do presente, comete-
ram erros, não apenas ao elaborarem suas teorias, mas ao preverem os rumos
das ciências.

Podemos acrescentar que, no ińıcio da Idade Moderna, aumentaram as
cŕıticas ao método cient́ıfico de Aristóteles – alicerce da escolástica –, sobretudo
contra a ideia de organização do universo defendida por ele e por Ptolomeu.

A oposição de Copérnico, Keppler, Bacon, Bruno e Galileu, dentre vários
outros, à filosofia aristotélica, defendida ferrenhamente pela Igreja Católica,
levou os dois últimos a serem condenados pela Inquisição. Giordano Bruno
(1548-1600) foi queimado na fogueira e Galileu Galilei (1564-1642) viveu os
últimos anos de sua vida em prisão domicilar.

Há muito mais o que falar sobre a história da ciência e, por extensão, sobre
a história da engenharia. No final deste livro há uma relação de livros fáceis
de serem encontrados, que dão uma visão abrangente sobre ela.

1 Lincei significa “linces”, os felinos que têm visão mais apurada que os outros animais.
2 Academia de Experiências.
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Bertrand Russel escreveu que “a tendência atual por uma especialização
cada vez mais extensa e exagerada está fazendo os homens esquecerem as suas
d́ıvidas intelectuais para com os seus antepassados”, referindo-se à história
da filosofia; transpondo esse pensamento para a história da ciência e enten-
dendo que um engenheiro não pode considerar-se com formação completa se
não conhecer ao menos um pouco da história da engenharia, mostramos, re-
sumidamente em ordem cronológica, no segundo caṕıtulo, a contribuição de
diversos cientistas nos tópicos que são abordados neste livro, sem mencionar
as outras áreas da engenharia.

Não é apenas o segundo caṕıtulo deste livro que o diferencia dos demais
que versam sobre a resistência dos materiais. A descrição do conteúdo de cada
caṕıtulo, feita a seguir, expõe as diferenças entre este livro e aqueles outros.

No terceiro caṕıtulo são revistos os conceitos de corpo ŕıgido, de vetores,
de força e momento de uma força. São revisadas as composições de dois ou
mais vetores e o equiĺıbrio de um sitema de forças. Também é enunciado o
prinćıpio da ação e reação.

O quarto caṕıtulo é dedicado às ações e esforços em elementos estruturais:
vigas, pórticos e arcos. Ele é iniciado com a classificação das ações e com a
apresentação dos tipos de cargas que comumente ocorrem. Nesse caṕıtulo o
aluno já tem, então, as primeiras noções sobre os tipos de ações, sua classi-
ficação e descrição.

Em seguida são abordados os esforços, identificando cada um deles e a con-
venção de sinais que é adotada no livro. Depois é mostrado como são calculadas
as reações nos apoios e os esforços em estruturas planas e sua representação
gráfica.

O quinto caṕıtulo trata da obtenção das caracteŕısticas geométricas de fi-
guras planas. O aluno aprenderá a calcular a posição de centros de gravidade,
áreas e os diversos momentos de segunda ordem de quaisquer figuras planas.
Nesse caṕıtulo, também, é introduzido o conceito de tensor.

O conceito de tensão e deformação é visto no sexto caṕıtulo. São introdu-
zidas as tensões normais e de cisalhamento e as correspondentes deformações.
São estudadas as propriedades mecânicas dos materiais e é dado destaque à se-
gurança das estruturas. Os materiais compostos e suas principais propriedades
são apresentados aos leitores.

Como aplicação prática da análise de tensões e deformações, é estudado o
cisalhamento em ligações de treliças, e a lei de Hooke é aplicada a problemas
hiperestáticos.

No sétimo caṕıtulo é estudado o problema conhecido por flexão geral de
barras de eixo reto e curvo. Esse problema inclui a flexão normal simples, a
flexão normal composta, a flexão obĺıqua simples e a composta.

É mostrado como é obtido o núcleo central de seções. Também são exami-
nadas as barras constitúıdas por materiais diferentes.

O oitavo caṕıtulo é destinado ao estudo da linha elástica de vigas retas e
curvas. São consideradas as influências da flexão e do cisalhamento. Aqui é
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exposta pela primeira vez em um livro de resistência dos materiais a teoria de
viga de Timoshenko.

Em todos os caṕıtulos, há um apreciável número de exerćıcios resolvidos e
propostos.

Temos observado, ao longo de nossa atuação como professor da disciplina
resistência dos materiais, que os alunos acham que estudar essa disciplina é
refazer exerćıcios resolvidos, seguindo a solução ou consultando-a quando não
conseguem prosseguir sozinhos. Essa atitude nos parece ser um grave erro,
pois dá ao aluno a falsa impressão de que, vendo como o nó foi desatado, ele
aprendeu a desfazê-lo.

O processo de aprendizagem é um pouco mais trabalhoso e se aproxima
de um método de tentativa e erro: o aluno estuda o assunto (teoria) e tenta
resolver o problema; não conseguindo, volta a estudar o mesmo assunto e
novamente tenta resolvê-lo, repetindo o procedimento tantas vezes quantas
forem necessárias para solucioná-lo.

Os conceitos são apreendidos com a explicação do professor e com o estudo
cuidadoso. De posse deles, o aluno estará apto a resolver qualquer problema.

A frase de Leonardo da Vinci, estampada na eṕıgrafe deste livro, trocando
a palavra detalhe por conceito, mostra com clareza o que expusemos.

O estudo da resistência dos materiais pode ficar mais agradável, se o aluno
puder resolver os problemas da forma convencional, usando papel, lápis e cal-
culadora, e depois verificar sua solução com um programa de computador,
escrito de modo que os dados de entrada sejam facilmente introduzidos e os
resultados sejam visualizados na tela de seu computador. Para que isso seja
posśıvel, quatro programas foram desenvolvidos e estão dispońıveis para os
leitores.

No Apêndice B são descritos os quatro programas de computador que acom-
panham o livro. Todos foram escritos em linguagem Pascal para o ambiente
Delphi 5. Os dados de entrada são introduzidos via tela e os resultados são
apresentados em forma numérica e gráfica.

Com o primeiro programa, são calculadas as principais caracteŕısticas geo-
métricas de quaisquer figuras planas. Na tela são apresentados os valores
numéricos de todas essas caracteŕısticas geométricas, o desenho da figura plana
e os eixos centrais de inércia.

O segundo programa serve para o estudo da flexão geral. Os dados ne-
cessários são os mesmos do programa anterior, usados para descrever a forma
e as dimensões da figura, mais os valores dos momentos fletores e suas ori-
entações e as forças normais e suas coordenadas. Os resultados apresentados
são: os valores das caracteŕısticas geométricas, a posição da linha neutra, os
valores das tensões extremas, os pontos onde elas ocorrem e o núcleo central
da figura. Os núcleos centrais não são corretamente desenhados para todas
as seções; aquelas que têm reentrâncias em forma de U apresentam problemas
que estão bem explicados no arquivo-texto que acompanha o programa.

Os dois primeiros programas foram desenvolvidos pelo autor deste livro.
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Para o cálculo das grandezas geométricas das figuras, foram usadas as ex-
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Agradeço ao professor Walter Savassi, professor titular da Escola de Enge-
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Caṕıtulo 1

Notas históricas

1.1 Introdução

Nestas notas pretendemos mostrar ao leitor, de forma resumida, o desenvolvi-
mento da mecânica e da resistência dos materiais desde a Antiguidade até a
era contemporânea, apontando a colaboração de diversos estudiosos nos tópicos
apresentados neste livro.

São citados inúmeros nomes, a maior parte deles desconhecidos para muitos
leitores. Não são descritos os trabalhos de todos, apenas alguns para ilustrar
como eram tratados os problemas, as hipóteses, as ferramentas matemáticas e
geométricas que eram usadas.

Como não tivemos acesso aos trabalhos originais dos diversos autores ci-
tados, o texto que segue é uma śıntese de partes de livros e artigos sobre a
história da resistência dos materiais e da mecânica, escritos por Timoshenko,
Truesdell, Oravas e McLean, Boyer, Benvenuto e outros, listados no Apêndice
A, que cobrem os assuntos abordados neste livro.

Nesse caṕıtulo as referências são citadas em ordem alfabética e algumas
delas não aparecem no texto; elas são citadas para dar ao leitor alternativas
de leitura, que ampliarão seu conhecimento.

Talvez seja pretensão exagerada considerar a engenharia uma arte, ou ver
as obras de engenharia como obras art́ısticas. Por outro lado, se há os que veem
na guerra manifestações art́ısticas, como Sun Tzu e Maquiavel, por que não
vermos nas obras de engenharia1 obras de arte? Propositadamente, ou inci-
dentalmente, não sabemos, os túneis, os viadutos e as pontes que fazem parte
de uma rodovia são chamados de obras de arte; e há, pelo mundo, construções
que são verdadeiras obras de arte.

Como a música, a engenharia não é exclusividade do homem, tendo-se
manifestado antes nos animais. Se há pássaros que compõem e cantam, há
pássaros que constroem, utilizando os mais diversos tipos de materiais e formas
construtivas. Animais como tatus e formigas cavam túneis, castores constroem
barragens, aranhas tecem tensoestruturas2, abelhas eregem edif́ıcios e moluscos
fazem cascas. O Homo sapiens, sem as mesmas ferramentas com que a natureza
dotou os animais, não conseguia fazer mais do que instrumentos primitivos de
ossos e pedras e abrigos toscos com galhos e folhas de árvores.

1 Em uma visão maniquéısta, já que uma destrói e a outra constrói.
2 São estruturas formadas por cabos.
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Figura 1.1: Ponte Exe, constrúıda em Exeter, Inglaterra.

Veio depois a construção de abrigos com paredes de galhos de árvores ou
com a sobreposição de pedras e cobertura de galhos e folhas ou, ainda, esca-
vando os paredões de terra para criar grutas, e apareceram as primeiras pontes
feitas de troncos de árvores. Posteriormente surgiram abrigos mais adequados
e as pontes em arco feitas com pedras encaixadas umas às outras. Em locais
onde havia escassez de madeira, própria para construção, eram utilizadas pe-
dras, que foram empregadas na construção de arcos e abóbadas, aproveitando
a boa resistência à compressão desses materiais.

O monumental conjunto de pedras de Stonehenge, datado de aproxima-
damente 3000 a.C., ainda intriga os pesquisadores e é um bom exemplo da
manifestação do engenheiro no homem. Bowyer cita exemplos de estruturas
constrúıdas com pedras, que chegaram até nós, como as tumbas encontradas
na antiga cidade de Ur, datadas de 3000 a.C., o Santuário no Templo de Seti,
no Egito, de 1350 a.C., a abóbada do Palácio de Sargon, em Khorsabad, na
velha Pérsia, de 800 a.C., e a construção com a maior abóbada já feita apenas
com pedras, com 25 m de vão e 30 m de altura, que é o Palácio de Ctesiphon,
próximo de Bagdá, datado de 5503.

A Baśılica de Santa Sofia foi constrúıda em Istambul entre os anos 532 e
537, tendo a abóbada central com 31 m de diâmetro, e está intacta até hoje.

Há registros de diversas pontes:4 na Inglaterra, a Sweet Track Bridge, com
1.100 m de comprimento, datada de 3806 a.C., a Ponte Exe, constrúıda em
torno de 1200 d.C., em Exeter, considerada uma das mais longas pontes cons-
trúıdas com pedras na Inglaterra. Originalmente tinha 180 m de comprimento
e era formada por 18 arcos e o que restou dela é visto na Figura 1.1.

Há também a Ponte Nimrod, considerada a mais antiga ponte de pedra em

3 Apenas as datas anteriores à era cristã são indicadas como tal.
4 Fonte: Swedish Institute of Steel Construction, <http://www.sbi.se/bridges.htm>.
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forma de arco, que foi constrúıda no Iraque, em 1800 a.C., aproximadamente,
e a Meles, a mais antiga ponte em arco preservada, datada de 850 a.C., foi
erguida na Turquia etc.

Ainda na Mesopotâmia há registros da Represa de Marib, que esteve em
atividade até o século VI, quando ruiu. Não sabemos ao certo seu tamanho,
mas os vest́ıgios indicam que tinha grandes dimensões. Os eǵıpcios, além das
pirâmides e do santuário no Templo de Seti, constrúıram enormes templos em
Tebas, Luxor e Karnak, como o grande Templo de Amon-Rá, em Karnak, com
dimensão aproximada de 100 m por 360 m, com colunas de até 21 m de altura
e 3 m de diâmetro, suportando pesos de 60 t a 70 t.

Os gregos também deixaram sua contribuição, construindo obras imponen-
tes como o Farol de Alexandria, com altura estimada de 144 m, e o Partenon,
em Atenas, constrúıdo em 432 a.C., dedicado à deusa Atena Partenos.

Os romanos nos legaram grandes estruturas constrúıdas com pedras em
forma de arcos e abóbadas, como o Aqueduto Aqua Claudia com 10 km de
extensão, constrúıdo no ano 47, a ponte conhecida como Ponte Grosso, perto
de Urbino, datada de 27 a.C., o Aqueduto de Segóvia, com duas arcadas (uma
superior), com 728 m de comprimento e 29 m de altura, do ińıcio do segundo
século, o aqueduto e ponte Pont du Gard, perto de Nimes, na França, com
altura de 48 m, a ponte sobre o rio Tagus, em Alcântara, Espanha, com 52,5 m
de altura e comprimento de 180 m, formada por seis arcos com os dois vãos
centrais de 35,4 m cada um, constrúıda no ano 98 e ainda em uso, e o Coliseu,
em Roma, do fim do primeiro século.

Na Idade Média, já no segundo milênio, surgiram as grandes catedrais,
principalmente na Inglaterra: Durham, Winchester, Salisbury, Exeter, Londres
etc. São construções muito altas, com inúmeros arcos de pedra, que realçam
sua grandiosidade. Vemos na Figura 1.2a o interior da Catedral de Salisbury,
cuja construção teve inićıo em 1220 e tem uma torre com 121 m de altura
e na Figura 1.2b, uma vista interna da Catedral de Exeter, ou Catedral de
São Pedro, cujo ińıcio se deu em 1112. Notar em ambas os mesmos tipos de
arcos de pedras. A Catedral de São Paulo, em Londres, projetada por Sir
Christopher Wren (1632-1723), tem planta circular com diâmetro de 33,5 m.

Da Itália também são conhecidas várias delas; podemos citar as catedrais
de Milão, Roma e Florença. A Catedral de São Pedro, em Roma, tem um
domo projetado por Donato Bramante (1444-1514), com planta circular de
diâmetro de 20 m. O domo da Catedral de Santa Maria del Fiore, em Florença,
projetado por Filippo Brunelleschi (1379-1446), com altura de 91 m, tem planta
octogonal, cujo ćırculo que o circunscreve, tangenciando as faces do octógono,
tem diâmetro de 41 m, e o ćırculo que passa pelos ângulos tem diâmetro de
45 m.

O Panteon, em Roma, ainda em perfeito estado de conservação, data do ano
126. É um templo com um domo de planta circular com diâmetro de 43,2 m,
feito de cimento e tijolos.

Para termos uma ideia da grandeza dessas obras e do arrojo desses projetis-
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Figura 1.2: a) Catedral de Salisbury. b) Catedral de Exeter.

tas, comparemos os diâmetros desses domos com o do Capitólio, em Washing-
ton, que tem diâmetro de 28,5 m.

Como vemos, os engenheiros civis daquela época eram também artistas,
como Brunelleschi, e como outros que ainda veremos, como Leonardo da Vinci
(1452-1519), e eram também engenheiros militares, hidráulicos etc.

Como as propriedades dos materiais não eram conhecidas e não havia algo-
ritmos que permitissem criar ferramentas numéricas para análise estrutural, as
construções eram feitas com base em conhecimentos emṕıricos e experiências
já comprovadas, e dependiam do talento estrutural dos projetistas, não raro
resultando em construções pesadas, comparadas com as atuais.

Esse panorama começou a mudar com o aparecimento dos logaritmos,
criados por John Napier (1550-1617) por volta de 1594 e transformado para
a base 10 por Henry Briggs (1561-1630), e da geometria anaĺıtica, descoberta
independentemente por Pierre Simon de Fermat (1601-1665) e René Descartes
(1596-1650). A régua de cálculo, utilizada por engenheiros até a metade do
século XX, surgiu da aplicação dos logaritmos em 1622 pelo padre William
Oughtred (1574-1660).

Outras máquinas de calcular foram criadas por Blaise Pascal (1623-1662),
Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) e Charles Babbage (1792-1871), a deste
último, embora não tenha sido constrúıda, foi a precursora do computador
digital.

O desenvolvimento do cálculo diferencial no último quarto do século XVII
por Isaac Newton (1642-1727) na Inglaterra e Leibniz na Alemanha foi ou-




