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NOTACOES E DEFINICOES

t=1:N éequivalente az=1,2,... /N.

A = [a;;] matriz cujo elemento da i-ésima linha e j-ésima coluna é a,; (maitsculas em
negrito denotam matrizes).

A, matriz com m linhas e n colunas.

x vetor coluna com n componentes z1, T, . .. , &, (mintsculas em negrito denotam veto-
res).

AT transposta da matriz A, isto é, AT = [a;].
x! vetor linha com n componentes x1, %o, . .. , Tp.
A~!inversa da matriz A (AA™' = A7TA =1T)

I matriz identidade (a; =1 e a;; =0, @ # j).

diag(oy, ... ,0,) = matriz diagonal, com elementos o;.
f(x) fungao escalar de uma varidvel vetorial f(x) = f(z1,29,... ,Zpn).
f(x) funcao vetorial de variavel vetorial f(x) = (f1(x), ..., fm(x)).

ou ) . ~
Uy, = 5 derivada parcial de u(xy,zo, ... ,z,) com relacdo a ;.

€T
dfi
J(x) matriz Jacobiana de f(x): J;; = / <X)
al'j
of of of

V f = grad f(x) vetor com componentes

Oz’ Oxy’ Oxpy
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||x|| norma de um vetor x. Algumas normas usuais:

Ixl: = (@2 422+ +a2)7 = (Z)

Ixlloo = max{lal, |22, .. s [2a]} = max |ai]
n
Ixlls =zl + ool 4 fzal = ) il

||A|| norma de uma matriz A. Algumas normas usuais:

1<¢< 1<i<n

[Alle = max {[ai|+ |aio| +- -+ ain|} = max (ZWH)
j=1

|All2 = max)y,=1 [|Ax]]

1<5<n 1<5<n

[Alln = max {Jay;]| + [ag] + - - + |an;|} = max (ZI%I)

Autovalor A de A: Ax = Ax para algum autovetor x # 0.
p(A) = raio espectral de A = max{|)\| onde X é autovalor de A}.

O(e) ordem de aproximagao ou de convergéncia: f = O(g) quando z — a significa
|f| < k|g| quando = — a, para alguma constante k.

cond(A) = ||A]| [JA|] = ntimero de condi¢ao de uma matriz nao singular A relativo a
norma ||A||.
Obs.: Se cond(A) ~ 1, A ¢é bem condicionada e, se cond(A) é muito grande, dize-
mos que A é mal condicionada.

< f,g > = produto escalar entre duas funcoes:

<f,g> = w(z;) f(z;) g(x;)  caso discreto

<f,g> = w(x;) f(x;) g(x;)  caso continuo

a

onde w(z) > 0 é a func¢do peso.

14



(u,v) = produto escalar entre vetores:
n
(u,v) = E ;i v;.
i=1

Usamos a notacao de calculadoras cientificas para os nimeros reais, com ponto separando
a parte decimal. Assim,

2.354e(—2) = 2.354 x 1072 = 0.02354,

que representa o nimero 0,02354, na convencao brasileira.

O = simbolo usado no final de exemplos.
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PREFACIO

Por que escrever um livro se existem tantos prontos? Imagino que esta pergunta per-
segue todos que resolvem se dedicar a um projeto deste tipo. Talvez a resposta esteja
no desejo de transmitir uma experiéncia pessoal, na expectativa de que ela seja util para
alguém.

Este livro foi escrito com base na experiéncia de lecionar anualmente Métodos
Numéricos no curso de Pés Graduacao em Engenharia do Petréleo, desde 1987.

A primeira edicao é de 1993. Reescrevé-lo é uma tentativa de publicar uma versao
melhorada em alguns aspectos. Em primeiro lugar, espero ter diminuido o nimero de erros
de digitacao e de conteido. Também, ao passar para um editor mais moderno, melhoramos
a apresentagao.

Outras modificacbes aparecem nesta nova versao.

Em cada capitulo, introduzimos uma secao sobre uso e aplicacao do pacote compu-
tacional Matlab. O objetivo é tentar colaborar na divulgacao e utilizacao de pacotes
computacionais como ferramenta auxiliar em tarefas que demandam métodos numéricos.
A combinagdo de métodos numéricos com métodos matematicos ¢ uma fonte de desafios e
descobertas. O aperfeicoamento dos pacotes tem nos permitido realizar calculos rapidos,
testar com facilidade a influéncia dos parametros presentes nos modelos, testar simpli-
ficacoes, diferentes discretizacoes etc. Nao é por acaso que se tornam mais freqiientes
expressoes como experimentos computacionais, laboratérios computacionais e matematica
numeérica. Alguns exemplos foram resolvidos usando programas na linguagem Matlab; in-
cluimos alguns destes programas no Apéndice, ou nas secoes correspondentes a utilizacao
do Matlab no assunto do capitulo.

Ampliamos o tépico “Métodos numéricos para equacgoes diferenciais parciais”, incluindo
alguns métodos destinados as equagoes cujas solucoes apresentam descontinuidades ou
variacoes bruscas, cada vez mais freqiientes nas aplicagoes. O assunto foi entao desdobrado
em dois capitulos. Também desdobramos o capitulo de métodos para sistemas de equacoes
lineares em dois, separando os métodos diretos dos métodos iterativos.

Algumas notas histéricas foram incluidas com o objetivo de fornecer parte da evolucao
histérica dos métodos numéricos. Gostariamos de ter mais informacoes histéricas, mas nao
as conseguimos no tempo disponivel. Como veremos, alguns métodos sdo muito antigos,
como por exemplo o método de Newton (1687), e outros sdo mais recentes, como o método
TVD, para leis de conservacao, que é da década de 80 deste século.

O objetivo do livro continua o mesmo: apresentar os métodos que tém sido mais usados e
que devem continuar tteis num futuro préximo. Como a utilizagao de um método numeérico
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depende de sua eficiéncia, o desenvolvimento tecnolégico dos computadores tem feito a
selecao dos melhores métodos.

Tentamos apresentar nosso texto da maneira mais objetiva e clara possivel. Evitamos,
sempre que possivel, a notacao matematica carregada, na tentativa de ampliar o piblico
alvo: usudrios de métodos numéricos em suas tarefas profissionais. Poucas demonstracoes
sao apresentadas, mas nas referéncias os interessados podem encontrar mais detalhes ma-
tematicos do assunto. Muitos algoritmos foram incluidos para permitir uma programagao
rapida do método.

Seria impossivel agradecer a todas as pessoas que me ajudaram e incentivaram neste
trabalho. Mas seria injusto deixar de agradecer algumas pessoas. Agradeco aos colegas
do Departamento de Engenharia do Petréleo, em especial Bonet e Antonio Cldudio, aos
colegas do Departamento de Matematica Aplicada, em especial Valéria, Silvio e Sonia,
Anamaria e Suely, sempre me incentivando nesta tarefa. Agradeco ao Euclydes pelas
intimeras e frutiferas discussoes no dia-a-dia desta versao. Nao teria palavras para agradecer
a Cantao e Luiza pelo trabalho e dedicag@o na digitacao; sem eles, esta versao do livro
dificilmente sairia. Agradeco ao Pronex do Petréleo pelo suporte financeiro. Também
devo agradecimentos a Fatima, secretaria do Departamento de Matematica Aplicada, que
digitou a primeira edicao, fonte para a atual, e que me auxiliou em muitas tarefas desta
segunda edigao.

Campinas, setembro de 2000.
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Capitulo 1
ERROS, REPRESENTACAO DE NUMEROS

1.1 Origem das Incertezas

A utilizacao de simuladores matematicos ou numéricos requer a execucao de uma
seqiiéncia de etapas que procuramos descrever brevemente nesta secao.

Inicialmente, é necessario equacionar o processo que pretendemos estudar, isto é, de-
cidir quais sao as variaveis relevantes e como elas se relacionam. Por exemplo, para des-
crever o movimento de fluidos, em geral sao usadas as componentes da velocidade e
a pressao, em cada ponto da regido considerada. As leis de conservacdo (da massa, da
quantidade de movimento, da energia etc.), bem como as equagdes constitutivas, sdo re-
quisitadas para estabelecer as relacoes que existem entre as varidveis escolhidas. Como
nem tudo que influi no fendémeno pode ser levado em consideracao, algumas simplificacoes
sao introduzidas na modelagem ja& neste estagio.

Uma vez estabelecidas as equacoes que descrevem matematicamente o nosso objeto
de estudo, o passo seguinte serd resolvé-las. Aqui, a aspiracdo maior seria obter solucoes
através de expressoes analiticas, de preferéncia envolvendo poucos cédlculos na sua ava-
liacao. Infelizmente, nem sempre no estagio de desenvolvimento da matemadtica as técnicas
disponiveis nos permitem atingir este alvo. Devemos entao optar por simplificagoes no
equacionamento ou utilizar métodos numéricos para calcular uma aproximacao para a so-
lucao desejada. Na escolha da solucao numérica, abre-se um novo leque de procedimentos
alternativos, e a cada um deles estd associada uma nova fonte de erros.

Uma, vez decidido o método numérico adequado, torna-se necessario sua implementacao
computacional para que tenhamos resultados palpaveis. Como a mdaquina trabalha com
um ndmero finito de digitos, insuficientes para representar os nimeros reais, novos erros
serao introduzidos na simulagao.

O conjunto de todas estas incertezas certamente vai contaminar o resultado final. Se
esta contaminacao é desprezivel, ou se ela compromete o resultado, é uma andlise necessaria
na validacdo de todo processo adotado. Assim, torna-se necessario que tenhamos algum
controle sobre os erros que foram sendo introduzidos no processo de simulagdo e como eles
se propagam.

Como nestas notas pretendemos abordar apenas alguns métodos numéricos, na secao
seguinte caracterizaremos alguns tipos de erros que ocorrem com freqiiéncia na solucao
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20 Métodos Numéricos

numérica de problemas matematicos.

1.2 Erros e Representacdo de Nimeros

Podemos caracterizar os erros que aparecem no processo de simulacao numérica locali-
zando suas fontes. Chamamos erro inicial & soma das incertezas introduzidas no equacio-
namento do problema, na medicao dos parametros, nas condicoes iniciais etc. A influéncia
destas perturbacoes no resultado final vai depender da estabilidade do problema. Em algu-
mas situacoes, conhecidas como problemas malpostos ou malcondicionados, sua influéncia
pode ser desastrosa e inviabilizar completamente solu¢oes numéricas. Neste caso, sao ne-
cessarias técnicas especializadas, objeto de uma area da matematica que se encontra em
pleno progresso: Problemas Inversos.

Chamamos de erro de truncamento aquele associado ao truncamento de um processo
infinito. Explicando melhor: como um processo infinito nao se conclui, em geral somos
forcados a adotar uma aproximacao obtida apds a execucao de ntimero finito de passos.

Vamos apresentar dois exemplos cldssicos que ilustram fontes de erro de truncamento:
a utilizacao de séries no calculo de funcoes e o uso de diferencas finitas para aproximar
derivadas.

Exemplo 1.2.1. Para calcular o valor de €%® podemos lancar mao da série de Taylor da

funcao exponencial
2 3 n

. x x
=14 at b
2t 3! n!

Entretanto, no cdlculo efetivo de e, precisamos truncar a série, usando apenas um
nimero finito de termos desta série. Por exemplo, usando os seis primeiros termos como
aproximacao, o erro de truncamento serd a®/6!, 0 < a < 0.5, como prediz a expressao do
erro da série de Taylor. O

Exemplo 1.2.2. A derivada de uma funcdo f(z) pode ser calculada pela diferenca cen-

e [+ h)— (=)
/ ~JZ+n)—jz—
Veremos que o erro de truncamento da férmula de diferencas centradas é h? f"(c),
r—h<a<z+h. O

Definimos como erro de arredondamento a soma das incertezas associadas a repre-
sentacao do sistema de numeracao na maquina calculadora. Para melhor entender como
ocorre o erro de arredondamento, vejamos como se dd a representacao dos nimeros no
computador.

Os célculos nos computadores sao efetuados com base nos pulsos elétricos. Assim, s6
dois estados podem ocorrer: presenca e auséncia de corrente elétrica. Assim, é conveniente
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