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Introducao

Este livro, contendo apenas exercicios resolvidos, escrito numa forma
bastante objetiva e direta, visa aos estudantes dos cursos das areas onde
a disciplina cédlculo, ou alguma de suas variacoes, se faz presente. Em
particular, estudantes de arquitetura, economia, todos os cursos de exa-
tas e tecnoldgicas. A preocupacdo que pautou a escrita do livro néo
estd alinhada com o chamado ‘método’: comega-se com os exercicios
mais fdceis e caminha-se passo a passo até atingir os exercicios mais
elaborados, para nao dizer mais dificeis. Optou-se por disponibilizar os
exercicios de modo que nao exista essa sequéncia quase que formal, e,
sim, o estudante vai se deparar com o exercicio e deve abordé-lo, isto é,
rever, se necessario, alguns conceitos antes mesmo de resolver o exercicio.

Nos dias em que a tecnologia se faz cada vez mais presente, hoje,
em particular, com o avanco da Inteligéncia Artificial, muitos estudantes
continuam achando que podem fazer quase tudo no computador ou num
tablet qualquer. Somos partiddrios que uma aula & moda de outrora,
composta por teoria e exercicios de aplicagao, a fim de sedimentar a parte
tedrica, é a forma mais interessante de passar um conteido ainda que
esse tema seja, aparentemente, uma novidade. Os exercicios tém papel
fundamental nesse aprendizado e sao colocados para o estudante reforcar
e sedimentar a parte tedrica. Nao temos divida nenhuma, quanto mais
exercicios resolvidos melhor o desenvolvimento, tanto numa particular
disciplina quanto na vida profissional.

Os exercicios que apresentamos neste livro tém a intengao, especifi-
camente, de recuperar a autoestima do estudante pois, por exemplo, um
estudante, digamos do curso de arquitetura, acredita que a disciplina de
calculo nao lhe servird para nada, pois o AutoCAD e outros softwares
disponiveis sdo a sua salvagdo. Simplesmente, um engano. A presenga
de exercicios resolvidos é, sem duvida, um estimulo a mais para que o
estudante procure por outros mais elaborados e, em particular, nesse
caso, aqueles do dia a dia, ou seja, exercicios ou problemas que estejam
associados a sua profissao, apés formado.

Passemos, agora, a discorrer um pouco sobre cada um dos capitulos
do livro. O Capitulo 1, exclusivamente, retoma o contetido desenvolvido
nos ensinos fundamental e médio com uma ressalva importante, a saber:
é precedido por uma simples, porém nao desprezivel, introducao aos
conceitos advindos da légica que, infelizmente, sao relegados, as vezes,
até no préprio ensino superior. Ressalte-se que nesse capitulo, apesar de

7



8 Célculo — Exercicios Resolvidos

fazer parte do contetido do ensino médio, nao mencionamos o conceito
de funcao devido, unicamente, a sua importancia nos demais capitulos
do livro e, portanto, merecer um destaque especial.

Devido a importancia do conceito de fun¢ao, o Capitulo 2 é dedicado
exclusivamente ao desenvolvimento e as aplicagoes desse conceito. Dis-
cutimos exercicios mais faceis e mais dificeis e, em particular, a parte
envolvendo o grafico associado a uma funcao do tipo linear e quadratica
pois, apds os conceitos de limite e derivada, a construcao de gréficos nao
estard mais limitada a esses dois tipos. O capitulo tem papel fundamen-
tal, em particular, para o conteido dos Capitulos 4 e 5, onde discutimos
os conceitos de derivada, associado ao conceito de inclinacao da reta
tangente a uma curva, e de integral, associado ao conceito de area, res-
pectivamente. O Capitulo 3, dedicado ao conceito de limite é condicao
indispensavel para introduzirmos os conceitos de derivada e de integral.

No Capitulo 4 abordamos um particular caso de limite, aquele que
estd associado ao conceito geométrico de inclinacao de uma reta passando
por um ponto, isto é, a chamada derivada de uma fungao calculada num
ponto. Esse conceito é de fundamental importancia para discutirmos as
chamadas equagoes diferenciais, muitas delas modelando varias situacoes
advindas de problemas das mais diversas areas do conhecimento. Enfim,
no Capitulo 5, abordamos o conceito de integral. No caso de uma integral
definida, esta esté associada com uma area, conceito este de fundamental
importancia em varias situagoes, inclusive corriqueiras e do dia a dia,
como, por exemplo, o calculo da drea de uma piscina de contorno eliptico.

Concluimos, diferentemente dos livros usuais, com o Capitulo 6 com-
posto de varios exercicios resolvidos, em particular de aplicacao dos
conceitos apresentados nos capitulos precedentes. A importancia desse
capitulo reside no fato de que o estudante poderd recuperar cada um
dos resultados tedricos abordados nos capitulos anteriores, a partir de
cada exercicio correspondente a um dos cinco capitulo do livro. Os con-
ceitos de funcao, limite, derivada e integral sao dispostos em exercicios
envolvendo as respectivas defini¢bes e aplicagoes.

Agradecimentos se fazem necessarios, por diversas discussoes, por
sugestoes, por resolugoes alternativas e, principalmente, por constantes
incentivos. Agradecemos aos professores doutores Waldyr Alves Rodri-
gues Junior (em memoéria), Jayme Morandi Vaz, Licio Tunes dos Santos,
Ary Orozimbo Chiacchio, Laura Leticia Ramos Rifo, Hamilton Germano
Pavao, Félix Silva Costa, Eliana Conthartezze Grigoletto, Adolfo Maia
Junior, Jorge Rezende (Universidade de Lisboa), Chico Nery, os douto-
res Quintino Augusto Gomes de Souza e José Emilio Maiorino e todos
aqueles que direta ou indiretamente contribuiram para a conclusao do
trabalho. Agradecemos & assessoria ad hoc pelas sugestoes. Por fim, a
voce leitor, a quem solicitamos nos enviar toda e qualquer sugestao de
modo que a obra, numa préxima edigao, possa ser melhorada.

Os autores



De que me ocuparei no céu, durante toda a eterni-
dade, se ndo me derem uma infinidade de problemas
de matematica para resolver?

1789 — Augustin Louis Cauchy — 1857

Miscelanea

Neste capitulo apresentamos uma série de exercicios contendo, em
geral, material que pode ser considerado como uma pequena revisao dos
tépicos abordados no ensino médio. Entretanto, como esse material visa
estudantes de um curso universitario, é necesséario que se introduza, ainda
que muito brevemente, conceitos de logica, visto que estes se comportam
como os tijolos para a construcao de toda a matematica.

Em resumo, este capitulo estd disposto da seguinte maneira: apre-
sentamos um exercicio especifico advindo da geometria, envolvendo o
conceito de area, discutido de uma maneira praticamente ingénua. Ao
final do trabalho, apds o conceito de integral, abordado no Capitulo
5, devemos recuperar esse resultado, como caso particular. Depois de
uma breve introdugao de conceitos advindos da légica, retornamos aos
exercicios, dispostos em ordem aleatéria, de modo a cobrir os temas
abordados no ensino médio e que vao contribuir para o desenvolvimento
dos exercicios dos demais capitulos. Os exercicios envolvendo fungoes
serao abordados no Capitulo 2.

Exercicio 1.1 Seja E a esfera de raio r e C o cilindro circular reto de
altura igual ao dobro do raio da base, também r. Enchemos o cilindro
de dgua e mergulhamos neste a esfera. Ao retirar a esfera nota-se que
o cilindro permanece com sua terca parte cheia de dgua. Determine o
volume da esfera.

Resolucao
Comegamos pelo que é conhecido como principio de Arquimedes [287

a.C. — Arquimedes de Siracusa — 212 a.C.)]. Sejam Vg e V¢ os volumes
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10 Célculo — Exercicios Resolvidos

da esfera e do cilindro, respectivamente, logo
Ve=Vc—Vu,o

onde Vi,0 € o volume de 4gua que permanece no cilindro. Temos, para
o cilindro,

Ve = érea da base x altura
= 7r?x2r=2m3

enquanto
Vi,o = 4érea da base x altura (nivel da dgua)

5 2r  2m?
= X ==

3 3

de onde segue o volume da esfera

2773 4m 4

VE:27T7“3— 3 3

unidades de volume!.

Exercicio 1.2 A partir das sentengas a seguir, explicite o que repre-
senta a hipdtese e a tese, em sentengas envolvendo o binémio Se/Ent3o,
associado & questao se e somente se (SSS), bem como discuta o que se en-
tende por condi¢ao necessaria (CN), condigao suficiente (CS) e condicdo
necessaria e suficiente (CNS):

a) Se dois nimeros sdo pares, entdo sua soma é par.
b) Um nimero é divisivel por 3 se ele é divisivel por 6.
¢) Se um numero termina em 0, entdo ele é multiplo de 5.

d) Escreva a sentenga contraria da sentenga direta: Um tridngulo é
isosceles SSS os angulos da base sdo iguais.

e) O que quer dizer: p é CNS para g.
f) Qual é a negagao da sentenca: As duas circunferéncias sdo concéntricas?

g) Se nao estamos no estado de Sdo Paulo, entdo nao estamos em Cam-
pinas. De acordo com essa afirmagao, onde fica Campinas?

h) Introduza o conceito de sentenga inversa.
Resolucao

a) A hipétese é a oragao que vem imediatamente apés a palavra Se — dois
numeros sao pares. E uma CS. Por outro lado, a conclusao é a oragao que

L Apés o conceito de integral, abordado no Capitulo 5, vamos recuperar esse resul-
tado, mostrando-o analiticamente.
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segue a palavra entdo — sua soma é par. E uma CN. Convém ressaltar
que a hipdtese é uma sentenga independente da palavra Se, assim como
também o é a conclusao, independente da palavra ent3o.

b) Aqui, a hipdtese é: ele é divisivel por 6, que é a oragdo que se segue
a palavra Se. E CS. Por outro lado, a conclusao é: O ndmero é divisivel
por 3, que é uma CN.

¢) Note que essa afirmagao é verdadeira. A hipétese é uma CS para a
conclusao porque a afirmagao é verdadeira.

d) Antes de discutirmos essa sentenca, devemos definir o que se entende
por sentenga contraria. Uma outra maneira de as sentencas aparecerem,
diferentemente da forma direta, é na chamada forma contréria, isto é,
onde temos a permuta entre hipétese e conclusdo. O contrédrio de Se p,
entdo ¢, onde p e g sdo sentengas, é Se ¢, entdo p. Note que, se uma
sentenca Se-entdo é verdadeira, sua sentenca contraria nao é necessaria-
mente verdadeira. Em nosso caso, a afirmagao “Um triangulo é isésceles
SSS os angulos da base sao iguais” tem o seguinte significado: na forma
do binoémio, a sentenga direta é: Se um tridngulo é isésceles, entao os
angulos da base sao iguais, enquanto sua sentenca contraria é: Se os
angulos da base sao iguais, entao o triangulo é isdsceles.

e) No caso em que ambas as sentengas direta e contréria sao verdadeiras,
dizemos p SSS ¢q. Em outras palavras, p é necessério e suficiente para q.

f) O conceito de contradi¢ao é também conhecido pelo nome de nega¢éo.
Se a é uma afirmagao, entao sua contradigao é uma afirmagao que é
equivalente a dizer: Nao é verdade a, e serd denotado por N3o-a. Em
nosso caso, a negacao é a sentenca: As duas circunferéncias nao sao
concéntricas. Note que uma das afirmacbes deve ser necessariamente
verdadeira enquanto a outra, necessariamente falsa.

g) Deve ser em Sao Paulo. Porque se vocé estd em qualquer lugar —
Nao em Campinas —, entdo de acordo com a afirmagdo vocé nao esta em
Campinas. Em outras palavras, Se vocé estd em Campinas, entdo vocé
estd no estado de S3o Paulo. Isso tem a forma: Se a, entdo b. Por outro
lado, a afirmagdo Se vocé n3o estd no estado de S3o Paulo, entdo vocé
ndo estd em Campinas, tem a forma Se n3o-b, entdo n3o-a. Chamamos
isso de contraposicdo de Se a, entdo b. As hipdteses e a conclusdao sao
trocadas e contraditas. Dizemos que uma afirmagcao e sua contraposicao
sao logicamente equivalentes. Essa é uma maneira técnica de dizer que
tanto a afirmagao quanto a sua contraposicao tém o mesmo significado.
Elas serao ou ambas verdadeiras ou ambas falsas, isto é, nao temos um
meio termo.

h) A contradigdo de ambas, a hipdtese e a conclusao, leva o nome de
inversa. A inversa de Se a, entdo b é Se ndo-a, ent3o n3o-b.
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Exercicio 1.3 Através de um exemplo, discuta o que é chamado de
argumento valido, que tem como protétipo o que é conhecido pelo nome

de silogismo?.

Resolugcao

Sejam as sentencas: 1. Todos os homens sao mortais; 2. Socrates é ho-
mem; 3. Entdo, Socrates é mortal. As afirmativas 1 e 2 s@o as hipéteses.
A afirmativa 3 é a conclusdo. Equivalentemente, Se todos os homens sao
mortais, e Sécrates ¢ um homem, entdo Sécrates é mortal. O que cara-
teriza esse fato ou qualquer argumento valido é o seguinte: Se a hipStese
é verdadeira, entdo a conclusio deve ser verdadeira.

Se a classe de coisas chamada “Homens” sao todos os membros da
classe chamada “Mortais”, e Socrates é um membro de “Homens”, entao
Sécrates necessariamente deve ser um membro de “Mortais”.

A esséncia desse argumento é da forma que se segue:

1. Todos de H sao de M.
2. xéum H.
3. Entao, x é um M.

Atencao! Aqui também temos um ponto extremamente importante e
que merece ser destacado, a saber: Uma hipétese falsa pode levar a uma
conclusao verdadeira. Em outras palavras, a verdade de uma conclusao
ndo garante a verdade de sua hipdtese. Isso é fundamental para todo
argumento, para todas teorias fundamentadas em légica, e especialmente
para a filosofia da natureza, que atende pelo nome de ciéncia.

Exercicio 1.4 Demonstrar é preciso. Formular o que se entende por
axioma, conjectura e teorema, visando a algumas das maneiras de fazer
uma demonstragao, isto é, demonstrar.

Resolugao

O binémio Se-entdo desempenha um papel fundamental, em particu-
lar quando discutimos sentencas matematicas. Essas sentencas podem
ser afirmacoes verdadeiras ou falsas. Na matemadtica, dizemos que uma
afirmacao é verdadeira se ela for sempre verdadeira ou ainda irrefutével
[5 é um nimero impar|, sem excegao. Se pudermos demonstrar a condi¢ao
que leva da hipétese a conclusao, dizemos que o binémio é chamado de te-
orema. Entao, um teorema é uma proposicao cuja prova é possivel de ser
efetuada. Por outro lado, uma proposi¢ao que é apenas admitida como
verdadeira e que nao requer uma prova ¢ conhecida pelo nome de axio-
ma. Enfim, uma proposi¢ao que ainda néo foi provada (e nem refutada)
é chamada conjectura. Os axiomas nao requerem provas, sao admitidos

2Silogismo. Segundo o aristotelismo, raciocinio dedutivo estruturado formalmente
a partir de duas proposicoes, ditas premissas, das quais, por inferéncia, se obtém
necessariamente uma terceira, chamada conclusao.
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como verdadeiros; os teoremas admitem uma demonstragao enquanto as
conjecturas necessitam ser demonstradas, em particular, a partir de algo
previamente conhecido. Em resumo, demonstrar um teorema é demons-
trar que a implicacdo é uma tautologia®. Aqui, vamos abordar alguns
particulares modos de demonstrar seja um teorema (admitido) seja uma
conjectura (possibilidade de vir a ser um teorema), dentre eles: exaustao,
direto, contraposicao e por absurdo. Existem varias maneiras de tentar
demonstrar uma conjectura que, dependendo do problema em questao,
requeira uma habilidade especifica; por exemplo, abordando o problema
de modo direto, porém nao existe uma regra geral de fazé-lo. Dizemos
que uma afirmagao é verdadeira se ela for sempre verdadeira ou ainda ir-
refutével, sem excegao; basta encontrar um contraexemplo para afirmar
que a conjectura (ou o teorema) é falsa.

Exercicio 1.5 Método de exaustdo. Provar a conjectura: Se um inteiro
entre 19 e 52 é divisivel por 10, entdo também ¢é divisivel por 5.

Resolucao

Esse modo de abordar uma demonstragao esta direcionado para os casos
em que temos um problema envolvendo colegoes finitas de elementos. A
prova estd baseada na verificagao da validade para todos os elementos
da colecao, sem excegao. Como ja afirmamos, em nao valendo para um
deles, dizemos que a conjectura é falsa. O nome exaustdo advém do
fato de que exaurimos todos os casos possiveis. Note-se que provar a
falsidade através de um contraexemplo sempre funciona; provar através
de um exemplo particular quase nunca funciona. Uma excegao fica por
conta da conjectura, que é uma assergao sobre uma colecao finita. Essa
é uma conjectura que se encaixa no “termo” colegdes finitas. A oracdo
(sentenga matemadtica) imediatamente apds a palavra Se, isto é, um in-
teiro entre 19 e 52 é divisivel por 10, se constitui na hipétese enquanto a
oracao (sentenca matemédtica) imediatamente apds a palavra entdo, isto
é, também ¢é divisivel por 5, se constitui na conclusao, ou seja, a tese que
desejamos provar. Podemos, por exemplo, provar a conjectura, uma vez
que existe um ndmero finito de casos, mostrando que é verdadeira para
todos os inteiros entre os nimeros 19 e 52, através de uma tabela. Como
mencionado, temos um nimero finito de elementos entre os nimeros 19
e b2 e, em particular, aqueles que satisfazem a hipdtese; sao: 20, 30, 40
e 50 (ntmero finito de elementos). Ora, como um ndmero divisivel por
10 é divisivel por 5, verificamos que todos (exaurir os elementos), 20, 30,
40 e 50, sao divisiveis por 5. Logo, esta provada a conjectura.

Exercicio 1.6 Demonstracao direta. Prove a conjectura: A soma de
dois nGimeros inteiros consecutivos é impar.

3Proposicio analitica que permanece sempre verdadeira, uma vez que o atributo
é uma repeticao do sujeito. Redundancia, pleonasmo.
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Resolucao

Essa é a maneira cléssica de efetuar uma demonstragao, isto é, no sentido
de que se parte da hipdtese, admitida verdadeira, e provamos ser verda-
deira a tese. Comecemos por escrever a sentenga utilizando o binémio
Se-ent3o. Se n e m sdo dois nimeros inteiros consecutivos, entdo n+m é
um numero impar. Admitamos, primeiramente, que n é par, logo, como
consequéncia, m é impar. Se n é par podemos escrever n = 2¢, onde £ é
um numero inteiro qualquer, enquanto se m é impar podemos escrever
m = 2k 4+ 1, onde k é um inteiro qualquer. Calculemos a soma n + m

n+m=20+2k+1)=2({+k)+ 1.

Visto que ¢ 4+ k é um nimero inteiro, temos que 2(¢ + k) é um nimero
par, logo 2(¢ + k) + 1 é um ntmero impar, o que prova a conjectura.
Convém ressaltar que, se tivéssemos partido da hipdtese que n é um
nimero impar, o procedimento seria exatamente o mesmo.

Exercicio 1.7 Contrapositiva. Seja n € N. Prove o seguinte teorema:

Se n>2 entdo n!>(n+1).

Resolucao

Essa demonstragao estd baseada no conceito de tautologia. Se a demons-
tragao direta Se-entdo nao foi conseguida, tenta-se alguma variante da
demonstracao direta. Assim, se for possivel provar a respectiva sentenca
contrapositiva, por tautologia provamos a sentenca direta. Em resumo,
Se p entdo ¢ ndo puder ser provada diretamente mas pudermos provar
Se ndo-¢q entdo ndo-p, que é a contrapositiva de Se p entdo ¢, pode-se
concluir que Se p entdo ¢ usando a tautologia Se ndo-¢q entdo ndo-p — Se
p entdo ¢. Assim, basta mostrar por contraposicao, que para n < 2 vale
a desigualdade n! < (n+1). Note que as sentengas direta e a respectiva
contrapositiva sao:

Sentenca Direta (n € N) Contrapositiva (n € N)
Sen>2,entdon! > (n+1) Sen!<(n+1),entdon <2

Ora, é mais fécil provar a sentenga contrapositiva, em particular, através
de uma tabela onde testamos apenas os valores de n iguais a 0, 1 e 2,
que mostra o teorema.

Exercicio 1.8 Demonstracio por absurdo. Prove que v/2 ndo é um
nimero racional.
Resolucao

Queremos demonstrar uma tese, a partir das hipdteses, cuja demons-
tragao direta nao é aparentemente simples. Entao supoe-se a n3o-tese e



Capitulo 1. Miscelanea 15

mostra-se que a ndo-tese leva a um absurdo, de onde se conclui que a
tese é verdadeira. Em outras palavras, primeiro admitir como verdade o
contrario daquilo que se quer provar e, segundo, efetuar manipulagoes até
chegar a uma contradigdo. Com isso, conclui-se a prova, isto é, chegar a
um absurdo. Esse exemplo é a classica demonstragao da irracionalidade
da raiz quadrada de dois. Comecamos por lembrar que um ndmero é
racional quando pode ser colocado na forma p/q, com p e ¢ inteiros,
e p e g ndo tém fatores comuns, exceto £1 e ¢ # 0. Primeiramente,
vamos negar a tese, isto é, admitir que v/2 é um nimero racional. Entao
V2 = p/q, de onde, elevando ao quadrado, podemos escrever a igualdade
2¢°> = p?. Dessa expressao conclui-se que 2 divide p?, logo, como o
proprio 2 é indivisivel, 2 tem que dividir p. Ora, 2 é um fator de p, de
onde 4 é um fator de p? e a equacio 2¢°> = p? pode ser escrita como
2¢% = 4z ou ainda na forma ¢® = 2z. Entéo 2 divide ¢, logo 2 divide gq.
Ora, entao 2 é um fator de p e de ¢, o que contradiz a asser¢ao de que p
e ¢ nao tém fatores comuns, isto é um absurdo. Concluimos, portanto,
que v/2 nio é um ntmero racional.

Exercicio 1.9 Principio de inducao finita. Utilize o principio de inducao
finita para provar que

k
ZM;12+22+32+.--+k2:g(k+1)(2k+1), ke N.
n=1

Resolucao

Esse principio é uma maneira de efetuar uma demonstragao, apesar de
ser eficiente para uma classe particular de problemas, os que envolvem
nimeros inteiros. E bastante 1til na demonstracao de varios problemas
associados a contagem, advindos da anélise combinatoria, dentre outros.

Defini¢ao. Seja P(k) uma propriedade relativa aos nimeros inteiros. Se
(i) P(k) é verdadeira para k=1 e
(i)  P(n) verdadeira implica P(n + 1) é verdadeira

entdo P(k) é verdadeira para todo inteiro k& > 1.

Primeiramente, vamos verificar que essa expressao é valida para k = 1.
[Na verdade poderiamos ter escolhido um inteiro qualquer. H& autores
que escolhem o zero.] Substituindo k& = 1 na expressdo temos

12=é(1+1)(2-1+1)=1.

Agora, supomos, por hipétese, que essa expressao é vilida e queremos
provar que

k+1
12+22+--~+k2+(k:+1)2=( 1)

[(K+1)+1][2(k+1)+1],
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isto é, no lugar de k colocamos k + 1. A fim de efetuar a demonstracio,
rearranjamos a expressao anterior na forma

(k+1)
6

12422432+ + k) +(k+1)* = (k +2)(2k + 3),

ou ainda, na seguinte forma
[1P4+22+3%+ -+ B+ (k+ 1) = g(k+1)(2k+1)—|—(k+1)2.

Note que a soma até o termo k2 é, por hipétese, conhecida. Reescrevendo
a expressao anterior, até o termo k + 1, obtemos

k
PP4+22 432+ 4 B (k412 =(k+1) G+ +(k+1)|.

O segundo membro da expressao anterior pode ser escrito, apés a fa-
toracao do trinomio quadrado, na forma

(k4 1)(2k? + Tk +6)/6 = (k + 1)(k + 2)(2k + 3) /6.

Ora, o segundo membro da expressdo anterior é exatamente o resultado
da soma, isto é, aquilo que queriamos demonstrar.

Exercicio 1.10 Denota-se, em analogia ao conjunto dos nimeros intei-
ros, o conjunto dos racionais, sem o zero, por Q*; enquanto Q4 e Q_ sao,
respectivamente, o conjunto dos racionais nao negativos e o conjunto
dos racionais nao positivos. Justifique, através de um contraexemplo
(um exemplo que ndo satisfaz a igualdade), que ndo vale nenhuma das
igualdades a seguir:

) Z=Q; b) N=Q; ¢) Zy=Qy.

Resolucao

a) Denotemos por & um nimero qualquer. Sendo x = 1/2, um ndmero
racional que néo é inteiro. b) Seja x = —2, que é um numero racional ndo
positivo (inteiro ndo positivo) porém néo é natural. c¢) Sendo z = 2/3,
um numero racional nao negativo porém nao é inteiro.

Exercicio 1.11 Dé um exemplo de um conjunto unitario, isto €, so-
mente um elemento, e de um conjunto vazio, isto é, nao contendo ne-
nhum elemento.

Resolucao

A intersecdo de duas retas r e s é o ponto P (o conjunto unitério P) e
escreve-se rNs = P ourns = {P}. O conjunto A = {zr e N:2 <
x < 3} é vazio pois ndo temos nenhum natural que satisfaga essa dupla
desigualdade.
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Exercicio 1.12 Sejam A e B dois conjuntos. Afirma-se que todo ele-
mento do conjunto A é também elemento do conjunto B. a) Escreva essa
afirmagao em termos de conjuntos. b) Discuta os casos extremos.

Resolucao

a) Existe mais de uma maneira de formalizar essa afirmacao, a saber:
O conjunto A é um subconjunto do conjunto B, ou ainda, o conjunto .4
estd contido no conjunto B, ou ainda, o conjunto A é parte do conjunto
B. b) Sao dois os casos extremos, a saber: para todo conjunto A temos
A C A, isto é, o conjunto A estd contido nele mesmo e @ C A, isto é, o
conjunto vazio é subconjunto de qualquer outro conjunto.

Exercicio 1.13 Discuta o Ex.1.3 em termos da linguagem de conjuntos.
Resolucao

Lembremos do silogismo aristotélico. Todo ser humano é um animal,
todo animal é mortal, logo todo ser humano é mortal. Na linguagem de
conjuntos tem-se: Sejam H, A e M, respectivamente, os conjuntos dos
seres humanos, dos animais e dos mortais. Assim, podemos escrever,

HcCcA e ACM = HC M.

Exercicio 1.14 a) Defina o conjunto das partes. b) Seja dado o con-
junto X = {0,1,2}. Escreva explicitamente o conjunto das partes, de-
notado por P(X).

Resolugao

a) Seja dado o conjunto X. Chama-se conjunto das partes de X', deno-
tado por P(X), o conjunto cujos elementos sao as partes de X, isto é,
A € PB(X), que é o mesmo que A C X. b) Devemos explicitar todos os
subconjuntos de X, de onde se segue

‘B(X) - {@, {0}7 {1}a {2}7 {07 1}7 {0’ 2}7 {17 2}a {Oa 1, 2}}

Convém ressaltar a diferenga do tratamento de elemento com conjunto
e conjunto com conjunto. Note que {1,2} € P(X), isto é, o elemento
{1,2} pertence ao conjunto das partes. Por outro lado, {1,2} C X,
isto é, o conjunto {1,2} é um subconjunto do conjunto X. Enfim, note
também que o conjunto vazio é sempre um elemento do conjunto das
partes.

Exercicio 1.15 Uma conexao com a breve introdugao a logica. Sejam
P e Q propriedades que se referem a elementos de um certo conjunto [E,
de tal modo que as propriedades P e Q definam subconjuntos X e ) de
E, isto é,

X={zre€E:z gozade P} e Y={yeE:y gozade Q}.
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Discuta: a) condigdo necessédria e condigao suficiente; b) condi¢ao ne-
cessaria e suficiente, e o se, e somente se.

Resolucao

a) As afirmacoes P implica Q; se P, entdo Q; P acarreta Q; P é CS para
Q e Q é CN para P tém todas o mesmo significado, querendo dizer que
X C Y, ou seja, que todo objeto que goza de P também goza de Q e a
notagao é P = Q, isto é, P implica Q.

b) As afirmagoes P SSS Q e P é CNS para Q tém o mesmo significado e
querem dizer que P = Q e Q = P, ou seja, o conjunto X dos elementos
que gozam da propriedade P coincide com o conjunto ) dos elementos
que gozam da propriedade Q, cuja notacao é P < Q.

Exercicio 1.16 Seja N o conjunto dos ntimeros naturais e as proprie-
dades P e Q, a seguir, referidas aos elementos genéricos x € Ne y € N

P — z é divisivel por 6 e Q — y é divisivel por 3

Essas propriedades definem os seguintes subconjuntos do conjunto dos
naturais N, isto é, X C Ne Y C N, onde

X = {x:2=6kkeN}
Y = {y:y=3kkeN}

Assinale a(s) alternativa(s) verdadeira(s).

a) P implica Q k) Q implica P

b) se P, entao Q 1)  seQ, entdo P

c) P acarreta Q m) Q acarreta P

d) P éCS paraQ n) Q éCS para P

e) QéCN para P o) P éCN para Q

f) PSSSQ p) QSSSP

g) PCNSQ q) QOCNSP

h) P=2Q r) Q=P

i) P<=Q s) Q<P

j) XcCy t) YycxXx
Resolucao

Apenas as alternativas f, g e i ndo sdo verdadeiras.

Exercicio 1.17 A reunido (ou uniao) de dois conjuntos A e B, denotada
por AUB, é o conjunto formado pelos elementos de A mais os elementos
de B (pelos elementos de B mais os elementos de A), isto é,

AUB={z:2€ A ou z € B}.

Se © € AU B significa dizer que pelo menos uma das afirmagoes a seguir
é verdadeira: x € A ou x € B. Determine a unido dos conjuntos A =
{reN:z>6}eB={zxeN:z<10}.
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Resolucao

A uniao desses dois conjuntos € o conjunto dos nimeros naturais

AUB={zeN:z>1}={zeN:xz>0}=N.

Exercicio 1.18 A interse¢do de dois conjuntos A e B, denotada por
AN B, é o conjunto formado pelos elementos comuns ao conjunto A e ao

conjunto B,
ANB={z:x€ A ¢ z€B}.

Com os conjuntos dados no Ex.1.17, determine o conjunto intersecao.
Resolugao

O conjunto intersecao é dado por
ANB={zeN:6<z<10} ={6,7,8,9,10}.
Note que é um conjunto finito.

Exercicio 1.19 Diferenca. A diferenca entre dois conjuntos A e B, de-
notada por A — B (nessa ordem), é o conjunto formado pelos elementos
de A que ndo pertencem a 5

A-—B={z:z€ A ¢ z¢B}
Assim, x estd em A e nao estd em B. Com os dados do Ex.1.17 obter,
se possivel, o conjunto diferenca A — B.

Resolugao

O conjunto diferenca é dado por

A—B={zeN:z>10}.

Exercicio 1.20 No particular caso em que B C A, a diferenca A — B é
chamada o complementar de B em relagdo a A, denotada por

A-B=C(4B.

A nogao de complementar de um conjunto s6 faz sentido quando se fixa
um U, chamado conjunto-universo, isto é, estamos falando apenas de
elementos de U. Uma vez fixado U, todos os elementos a ser conside-
rados pertencerao a U e todos os conjuntos serao subconjuntos de U ou
derivados deste. Assim, se nos restringirmos a considerar elementos per-
tencentes a um conjunto bésico, E (pode ser N,Z ou Q), logo néo hé a
necessidade de dizer em relacdo a E,

reX‘=relXx = az¢X
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Com os dados do Ex.1.17 obter, se possivel, o complementar de A em
relagao a B.

Resolucao

Nao podemos falar em conjunto complementar pois B nao é um subcon-
junto do conjunto A.

Exercicio 1.21 Considere os conjuntos A = {r e N: 2 <z <5}e
B={yeN: 1<y<3} Obtenha os produtos cartesianos A x B,
BxA Ax Ae B x B.

Resolugao

Comegamos por escrever os conjuntos A e BB na forma explicita, isto é:
A =1{2,3,4} e B = {2,3}. Os pares ordenados, elementos do conjunto
A x B, sdo tais que a primeira coordenada do par pertence ao conjunto
A enquanto a segunda coordenada pertence ao conjunto B, entao:

AxB = {(2,2),(2,3),(3,2),(3,3),(4,2), (4,3)}

BxA = {(22),(3,2),(2,3),(3,3),(2,4),(3,4)}

AxA = {(2,2),(2,3),(2.4),(3,2),(3,3),(3,4), (4,2),
(4,3), (4, 4)}

BxB = {(2.2),(23).(3,2),(3,3)}

Exercicio 1.22 Em uma pesquisa num estéddio de futebol com 200 pes-
soas constatou-se que aqueles que simpatizam com apenas um time de
futebol sao: Santos, 30, Flamengo, 25, e Ponte Preta, 13; aqueles que
simpatizam com dois times: Santos e Ponte Preta, 17, Santos e Fla-
mengo, 15, Flamengo e Ponte Preta, 12; enquanto aqueles que simpati-
zam com oS trés times sao somente 8.

a) Esboce um diagrama de Venn [1834 — John Venn — 1923], isto é, uma
maneira de representar conjuntos graficamente.

b) Calcule o niimero de pessoas que simpatizam pelo Santos, n(S), pelo
Flamengo, n(F), e Ponte Preta, n(P).

¢) Calcule o nimero de pessoas do complementar E(SU']DU 7), onde § ¢
o conjunto dos simpatizantes do Santos; P, os simpatizantes da Ponte
Preta e F, os simpatizantes do Flamengo.

Resolugao

a) Das defini¢oes e do enunciado, podemos construir o diagrama de Venn,
conforme Figura 1.1.





